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Questo	argomento	è	tra/ato	nel	Cap.	13	di	G.	Ciullo	“Introduzione	al	laboratorio	di	fisica”	

La	distribuzione	di	Poisson	(poissoniana)	descrive	fenomeni	fisici	per	i	quali	nello	schema		
successo-insuccesso	ci	si	trovi	nelle	seguenH	situazioni:	

-  			Il	numero	di	evenH	possibili,	o	prove,	n	sia	elevato	(andamento	al	limite	n →	∞	)
-     p		la	probabilità	di	successo	sia	bassa	(andamento	al	limite	p →	0	)	
-  			Il	numero	medio	di	evenH	a/esi,	che	indicheremo	con	µ,		

	sia	significaHvamente	minore	di	√n	

-  Esempi	o	ambiH	di	uHlizzo:	
Ø  Decadimento	dei	nuclei	radioa5vi	

n atomi per mole 6.0225 1023 ~ 1024

Ordine di grandezza dei decadimenti al secondo (successi) 10-4-104

Ø  Nascite	in	un	ospedale	rispe9o	al	numero	di	abitan::	
A Ferrara nel 2010 in media circa 20 nascite per settimana su 105 abitanti.

Ø  Qualsiasi	procedimento	di	conteggio,	sia	rispe9o	ad	un	intervallo	di	tempo,	in	uno	
spazio,	o	rispe9o	a	classi	(vedi	verifiche	del	chi-quadro).	



Dalla	binomiale	alla	poissoniana																																					
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				La	distribuzione	di	Poisson	(poissoniana)	si	deriva	quindi	dalla	binomiale	come	andamento	
al	limite	per	

	n →	∞,		
	p →	0 

e	esprimendo	la	speranza	matemaHca,	il	numero	medio	di	evenH	a/esi	per	la	distribuzione	
ideale,	che	dobbiamo	ancora	formulare,	come	µ ma	quindi	partendo	dalla	binomiale		

µ=np.	

 lim
n→∞

Bn,p ν( )
  np=µ   

=
µν

ν !
e−µ =Pµ (ν )

 dove Bn,p ν( ) = n!
ν !(n−ν )!

pνqn−ν

Dim.	alla		

dato	che	p =	µ/n 	è	sufficiente	considerare	l’andamento	al	limite	infinito	rispe/o	ad	n.	



Dimostriamo			
1)	e	2)	
alla		
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Proprietà	della	distribuzione	binomiale:	
1)	Normalizzazione	della	distribuzione	

2)	Speranza	matemaHca	=	np
3)	Varianza=	npq

{1)      
ν=0

∞

 ΣPµ ν( ) =1

2)     E ν[ ]  =
ν=0

∞

 Σ ν  Pµ ν( ) = µ

3)      V ν[ ] =
ν=0

∞

 Σ v−ν( )2  Pµ ν( ) = µ

La	dimostrazione	della	3)	la	faremo,	ma	la	lasciamo	per	i	paHH	di	matemaHca.		
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Approssimazione	di	Poisson	con	Gauss:	

X ≡ µ  e σ = µ

La	poissoniana	all’aumentare	di	µ	tende	ad	una	gaussiana,	con	parametri:	

Tale	approssimazione	risulta	di	uHlizzo	praHco,	per	µ	elevaH:	
	per	esempio:		
la	probabilità	di	o/enere	78	conteggi	nel	caso	in	cui		
l’aspe/aHva,	la	media	dei	conteggi	a/esi,	sia	 68.

    
P68 78( ) = 68

78

78!
e−68 =

P68 78( ) = 6878

78!
e−68

 a tre cifre

  arrotondo

≈
8.62 10142

1.13115 2.94 10−30 = 0.0234

G 68, 68 78( ) = 1
σ 2π

e
−  (78−68)2

2 68( )
2

 a tre cifre

  arrotondo

≈ 0.0232
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L’approssimazione	della		poissoniana	con	una	gaussiana,	risulta	ancora	più	uHle,	quando		
si vuole calcolare la probabilità di ottenere un numero di conteggi superiore a uno dato.

UHlizzando	la	gaussiana	si	o]ene	per	P(ν > 78):

    

G 
µ, µ

ν ≥ 78( )
z78=

78−68
68

z=ν−µ
µ

= G0,1(z ≥1.21)

Dalla	tabella	dell’integrale	normale	(A.1):	

G0, 1(z ≥1.21) =G0, 1(0 ≤ z ≤∞)−G0, 1(0 ≤ z ≤1.21)

G0, 1(z ≥1.21) = 0.5000− 0.3849 = 0.1151

P(ν > 78)~ 11.5 %

Diversamente	con	la	poissoniana	dovremmo	calcolare	le	probabilità	per	ogni	singola	ν	
a	parHre	da	78	fino	a	un	valore	tale	che	probabilità	sia	trascurabile,		e	poi	sommare		
tu]	i	risultaH	o/enuH.	Si	faccia	a/enzione	che	alcune	calcolatrici,	così	come	alcuni	fogli	
ele/ronici,	hanno	delle	limitazioni	sul	numero	maggiore	che	riescono	a	elaborare,	per	cui	
	non	sarebbe	possibile	calcolare	fa/oriali	o	potenze	elevate	di	numeri	elevaH.		
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L’approssimazione	di	Gauss	per	Poisson:																												
Possiamo	osservare,	empiricamente,	grazie	all’uHlizzo	di	excel,	come		la	distribuzione	di	
poisson,		sia	già	ben	approssimata	dalla	gaussiana(…)	corrispondente	a	parHre	da	µ > 10.
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La	verifica	del		χ2 	per	Poisson	con	Gauss:	
Un	esperimento	immediato	per	la	verifica	di	Poisson	sono	i	conteggi	di	radiazione		
Cosmica	a	naturale,	mediante	un	contatore	Geiger.	Un	sistema	che	se	a/raversato	da	
una	parHcella	ionizzante,	subisce	una	scarica	in	un	gas	rilevabile	come	impulso	di	corrente.	
Sono	sistemi	anche	di	uHlizzo	dida]co	e	si	possono	acquisire	al	computer.	

In	tabella	13.1	sono	riportate	delle	misure,	120,	di	conteggi	del	contatore	Geiger	in	
intervalli	di	tempo	di	60	s.	

Dalla	tabella	possiamo	ricavare	il	valore	medio	osservato	µO		
	
	
	
	
	
possiamo	limitare	la	sommatoria	all’ulHmo	valore	per	il	quale	conHamo	qualcosa,	dato	
che	per	il	valori	di	ν	in	cui	Oν	è	nullo,	o/eniamo	un	contributo	nullo.	

µO =     
ν=0

∞

 ΣνFν =
ν=0

18

 ΣνFν ,  dove Fv =
Ov

N
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Nel	presentare	il	risultato	forniremo	come	misura	dei	conteggi	la	media,	arratondata	
secondo		i	soliH	criteri	rispe/o	all’incertezza.	

	 	 	 	 																				µ = 10 + 3

aggiungendo	che	sono	i	conteggi	al	minuto	misuraH.	

UHlizzando	la	tabella	o/eniamo	µO = 10.06, che confrontando con l’incertezza √	µO ~ 3.17	

Abbiamo	a	priori	assunto	che	la	distribuzione	di	Poisson	fosse	appropriata	ai	daH	osservaH.	
	
	Ora	ne	verifichiamo	l’ipotesi	e	lo	facciamo	considerando	la	probabilità	di	Poisson	che	ci	
perme/e	di	fornire	la	aspe/aHve	per	il	corrispondente	valore	ν.	
	
In	generale	abbiamo	che	Eν ,	le	aspe/aHve	per	ν	conteggi	visto	che	la	probabilità	è	la	
poissoniana	sarà	data	da		

Eν = N Pµ(ν) 
 
Per	risolvere	meglio	l’organizzazione	delle	classi	uHlizziamo	una	cifra	significaHva	in	più	
rispe/o	a	µ	= 10.1 e	σ =3.2, e otteniamo: 
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Per	soddisfare	il	teorema	delle	somma	di	Pearson:	

Raggruppo	in		
Una	classe	

un’altra	
	classe	

un’altra	
	classe	

Uso	per	eHche/are	le	classi	il	simbolo	k
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Calcolo	gli		Ek nella	formula	del	χ 2-rido/o	da:	
	NPk

N lo	calcolo	da	N=ΣkOk 	(un	vincolo). Pk  = µν /(ν !) e-µ

Dove	µ l’ho o/enuto	dai	daH	:	µ=µΟ=Σνν Ον 	(un	altro		vincolo).
 

I	gradi	di	libertà	in	questo	caso	risultano				d = nclassic – c	=	9-2=7,	χΟ2-rido/o	=	10.2/7	=	1.46,	
inoltre	dato	che	χΟ2 > E [χΟ2]= d,  allora	faccio	la	verifica	a	destra.	

S:mo	i	gradi	di	libertà		:																																																			.	

Pd !χ
2 ≥ !χO

2( ) = P7 !χ 2 ≥1.46( ) Dalla	tabella	C.2	si	osserva	che	è	maggiore		
del	10	%,	non	possiamo	rige/are	l’ipotesi.	 
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La	verifica	che	abbiamo	fa/o	è	per	vedere	se	i	daH	osservaH	seguono	una	poissoniana.	
	
Si	possono	fare	altre	ipotesi	per	esempio	un	teorico	sHma,	che	visto	il	flusso		di	raggi		
cosmici	e	vista	la	sezione	sensibile	del	rivelatore,	i	conteggi	al	minuto	siano	
	

µth= 10.0 (probl. 13.2)

In questo caso la media dei conteggi non è stata stimata dai dati, ma fornita, per cui 
avremo un solo vincolo nel calcolo del χ2-rido/o.	 

Allo	stesso	modo	se	modifico	le	condizione	della	misura	e	mi	confronto	con	la	media	dei		
conteggi di un’altra condizioni, si pensi di schermare il contatore Geiger con dei mattoni
di piombo  e verificare, se la media ottenuta dalla misura precedente è appropriata per
descrivere questi ultimi (Probl. 13.4).

Si	prenderanno	dei	daH	in	classe	durante	le	ulHme	due	lezioni,	che	saranno	forniH	agli		
StudenH.	Su	tali	daH	saranno	fa/e	varie	ipotesi	e	gli	studenH	dovranno	svorlgeli		come	esercizi.	


