UNITA’ DIDATTICA: FORMULE GONIOMETRICHE

Destinatari, e programmi sono gli stessi dell’u.d. Funzioni goniometriche.
Obiettivi specifici
» Conoscenze
Conoscere le formule di addizione;
Conoscere le formule di sottrazione;
Conoscere le formule di duplicazione
Conoscere le formule di bisezione
Conoscere le formule di prostaferes
Conoscere le formule di Werner;

> Abilita
e Saper applicare le formule di addizione;
e Saper applicare le formule di sottrazione;
Saper applicare le formule di duplicazione;
Saper applicare le formule di bisezione;
Saper applicare le formule di Werner;
Saper applicare le formule di prostaferesi.
Saper operare semplificazioni sulle espressioni utilizzando |e formule goniometriche;

Contenuti
e Formuledi sottrazione, addizione, duplicazione, bisezione, prostaferesi e Werner.

Prerequisiti
e Funzioni goniometriche;
e Relazioni trale funzioni goniometriche;

Sviluppo del contenuti

Facciamo subito osservare ai ragazzi che tra le funzioni goniometriche di un angolo orientato e
I’angolo stesso non esistono proporzionditd. Ne consegue che, ad esempio, SenZa #2sena | che
cos(a + f3)

#0052 +C0Sf o cog via Per convinceli di questo basta fissare I*attenzione su acuni
semplici esempi:

sen30°=; mentre  sen60° = sen(2-30°)=\§

analogamente

NE

€c0s60° = ? mentre cos30° = ;

Da queste considerazioni consegue la necessita di trovare delle formule che permettano di

24 o
_ tg2a, ctg2a, sen—, cos—, ecc., o
determinare  Sen2a,  COS2a 2 2 conoscendo le  funzioni
goniometriche dell’angolo & ; atre formule che permettano di determinare sen(a+ ) cos(atp)

ecc., conoscendo le funzioni goniometriche dell’angolo & e B e cosi via.
Andiamo , quindi, a determinare tutte queste formule a partire da quella che da il coseno della
differenzadi due angoli e da questa si potranno dedurre tutte le altre.



Formule di sottrazione

Disegnatala circonferenza goniometricaei treangoli o, B e a - B3,
A(L; 0)

P(COSa; sena)

Q(COS/&’, senﬂ)’

R[ cos(a - B); sen(a— ) ] © A
Poiché gli angoli ROA e POQ spno uguali (perché entrambi di ampiezza oP-1

a-p), sar&
=\ —2 —=2

RA=PQ ¢ quindi anche: RA =PQ  Ricordando Ia formula della distanza tra due punti e
applicandola alle coordinate dei punti Re A, Pe Q s ottiene

[cos(a - B) 1] +sen?(a - B) =[cose — cos B] +[sena — sen 8]’

che, sviluppata e semplificata tenendo presente la prima rel azione fondamental e della trigonometria,
da la formula di sottrazione per il coseno: cos(a - f)=cosacosp +senasens, valida per ogni

coppiadi angoli o e £, siache siano positivi 0 negativi, siacheil primo sia maggiore, minore
0 uguale a secondo. Per ottenere laformula di sottrazione del seno, s ricordano le relazioni trale
funzioni goniometriche degli angoli associati e si applicalaformula appenaricavata:

sen(a—f) = cos[;r —(a- ,8)} = COSKZ + ﬁj —~ a} =

= 003(72[ + ﬁjcosw + sen(g + ﬁj sena =

=—senfcosa + cosfsena, dacui: sen(a — f3) = sena cos B — cosasenf3
valida per ogni coppiadi angoli aep.
Possiamo ora determinare lafor mula di sottrazione della tangente; questasi deduce dalle formule
di sottrazione del seno e del coseno:
t(a— f) - sen(a - ) _ senacos S — cosasenfs
cos(a — ) cosacosp + senasenf

Supponendo €0sa #0 e C0SF#0 (e pertanto « ¢72[+ kz €82” ykr, cON k=0;+L+2..)
2
dividendo numeratore e denominatore dell’ultima frazione per cosa cos 5, Si ottiene infine:

tga —tgp
t —_pB) =27
g(a ﬂ) l+tga tgp

Essa € valida sotto le condizioni gia enunciate e supponendo che sia(a — ﬂ) # % +kr.

In modo analogo s pud dedurre laformula di sottrazione per la cotangente:
ctga ctgf +1

ctg(a - )= 292206 +1
ctgp —ctga

Essaévalidasotto lecondizioni o #kz, pf#krz, a—-pf=kr.

Formule di addizione
Le formule di addizione s ricavano sostituendo al’espressione o + [ |’espressione equivalente

a —(-/3) eapplicando poi |e corrispondenti formule di sottrazione.
Le formule ricavate sono pertanto:

cos(a + f3) = cosa cos B — senasen/



valida per ogni coppiadi angoli & ef;
sen(a + B) = sena cos B + cosasen3
valida per ogni coppiadi angoli & ef3;

tga +tgp
tg(a +ﬁ) - 1-tga tgp

valida per a¢%+k7r, ﬂ¢%+k7r, a+ﬁ¢%+k7r

ctgar ctgB -1
W)= agp ctge

validaper a=zkr, p#kr, a+pB+#knr;

Formule di duplicazione

Le formule di duplicazione permettono di calcolare le funzioni goniometriche dell’angolo2« , note
quelle dell’angolo «

Queste formule si ricavano dalle formule di addizione ponendo in esse 3=« .

Si ottengono cosi:
sen2a = sen(a + a ) = senar cosa + oS Senar = 2sena Cosar

coS2a = €os( & + o) = COSax COSax — Senasenar = cos? o — senat

tga +tga 2tga

tg2ar = tg(a " a) - 1-tga tga B 1-tg°a

_ctgactga -1 ctgia -1
ctga + ctga 2ctga

ctg2a =ctg(a +a)

Osservazione 1
La formula di duplicazione del coseno pud venir messa sotto atre due forme equivalenti, e
precisamente:

cos2a = cos® a — sena =1- sena — sen’a =1— 2sen’a
COS2¢ = cos2 a-— senza = cosza - (1— cosza) = 2cos2 a-1

Valide, come pure quelle del seno, per ogni angolo «.
Leformule di duplicazione dellatangente valgonoper - ” 1 kr © o= +k%:
2

le formule di duplicazione della cotangerte valgono per , .k~
2

Formule di bisezione

Le formule di bisezione permettono di determinare i valori di gon?, cos%, tg%, cthZl, noti i
2

valori delle funzioni goniometriche dell’angolo & .
Queste formule si ricavano dalle due formule di duplicazione del coseno

cos2a =1-2sen’a o  COS2a =2cos’a—1



e ponendo in esse ¢ a posto di 2o equindi ¢ al posto di «¢; Si ottiene cosi:
2

a 1- cosa o 1+ cosa
sen— =+ cos—=1+=
2 2 2 2
tgg:i /l—COSa per o # 7+ 2krx
2 1+ cosa
Ctgg:i Lar(Cocy pera = 2k
2 1- cosa

Formule di Werner e prostaferes

Consideriamo le seguenti identita, ottenute mediante le formule di somma e sottrazione:
sen(a + B)+sen(a — ) = 2sena cos 3

2cosa senfs (*)

sen(a + B)—sen(a - B
cos(a + f3)+cos(a — B) = 2cosa cos 3
cos(a + ) —co

s(a — f) = —2senasenf

Queste relazioni scritte nellaforma:

m senacosﬂ:;[sen(a+ﬁ)+sen(“‘ﬁ)]
u c05acosﬂ=;[Cos(a+ﬁ)+005(0‘_ﬂ)]
" senasenﬂz;[COS(a—ﬂ)—COS(“+ﬂ)]

Prendono il nome di formule di Werner

Posto ora:
o= pJqu
{a+ﬁ=p ovVero B
a-f=q B= qu

Dalleidentita (*) sopra scritte si ottengono le nuove identita, dettefor mule di prostaferesi.

senp+senq:2%np;qcosp_q

2




sen p—%nq:Z%np;qcosqu

cos p+cosq=2cos P dcos P9
2 2
cosp—cosq:—ZCosp;qsen p;q

T
tgpitgq:% conp e q;«r&(2k+1)E

+
ctg pidgq:%s_e";) conp e q-‘#kﬂ'

Leformule di prostaferesi permettono di trasformare la somma o la differenza di due seni, di due

coseni, di due tangenti e di due cotangenti in prodotti o quozienti di seni e coseni.

Verifica
» cacolare il valore di particolari espressioni in cui compaiano somme o differenze, per
esempio: Sapendo cheesenx =3/5 e 0°< x < 90° calcolare:

sen(x — 45°), cos(x + 45°)
» semplificare semplici espressioni.
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