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COLLOCAZIONE DEL TEMA “LIMITI E CONTINUITA”” NEL CONTESTO DEI
PROGRAMMI MINISTERIALI DELLA SCUOLA SECONDARIA SUPERIORE

L’insegnamento della matematica nei licei di ordinamento s basa sui programmi ministeriali
redatti nel 1952, che pero ricalcano sostanzialmente i programmi della Riforma Gentile, risalente al
1923. Nell’attesa di una riforma della scuola secondaria superiore, molti licel hanno adottato
progetti di sperimentazione, tra cui uno dei piu seguiti & il Piano Nazionale per I’Informatica
(PNI). 1 suoi programmi sono stati elaborati nel 1985, allo scopo di introdurre I’informatica nelle
scuole secondarie superiori; in realta il progetto coinvolse solo la scuola secondaria superiore, con
I’inserimento di elementi di informatica all’interno di nuovi e pit corpos programmi di matematica
efisica.

Nella Circolare Ministeriale del 27 settembre 1996, n. 615. Indicazioni programmétiche relative
all'insegnamento della matematica nel triennio del liceo scientifico, si affermache:

“1...] nel corso del triennio I'insegnamento della matematica prosegue ed amplia il processo di
preparazione scientifica e culturale dei giovani gia awiato nel biennio; concorre insieme alle altre
discipline allo sviluppo dello spirito critico ed alla loro promozione umana ed intellettuale. ”
Relativamente al’inquadramento dell’argomento  “Limiti e continuita delle funzioni” nei
programmi ministeriali PNI di matematica e fisica per il liceo scientifico, I’argomento in questione
etrattato nel Teman® 7 “Analis infinitesimale”, a punto b, in cui consigliadi introdurre il concetto
di limite accompagnandolo da un ventaglio quanto pitu ampio possibile di suoi impieghi in ambiti
matematici ed extramatematici, arricchendo la trattazione presentando ed illustrando opportuni
controesempi che serviranno a chiarire i concetti. | programmi aggiungono che, qualora
I’insegnante |o ritenesse opportuno, i concetti di limite e derivata, legati ai classici problemi della
tangente a una curva e della velocita, possono essere anticipati negli anni precedenti, recuperando
solo alafine un’impostazione rigorosa

| successivi programmi elaborati dalla Commissione Brocca negli anni 1991 e 1992, che
rientravano in un progetto piu ampio di riordino della Scuola secondaria superiore, non hanno
sostanzialmente modificato i programmi PNI di Matematica e Fisica. Essi sono stati adottati dai vari
istituti di istruzione secondaria come progetti di sperimentazione su proposta dello stesso Ministero
della Pubblica Istruzione.

Trail 2000 e il 2004 s collocano invece le proposte di riformadei curricoli di Matematica da parte
dell’UMI, Unione Matematica Italiana; scopo di questo lavoro era quello di rinnovare i programmi
alaluce dei cambiamenti intervenuti nella societa e nelle tecnologie. Si voleva proporre, infatti, una

“matematica per il cittadino”, cioeé un corpus di conoscenze e abilita fondamentali da acquisire
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indipendentemente dalla varieta degli indirizzi della scuola secondaria, perché ritenute necessarie a
tutti coloro che entrano nell’attuale societa. Anche in queste proposte si consiglia di presentare un
approccio intuitivo al concetto di limite, mediante I’introduzione di semplici esempi di successioni,
nel secondo biennio del liceo scientifico. Questa conoscenza fa parte del nucleo tematico “relazioni
e funzioni”’; come abilita s richiede di possedereil senso intuitivo di limite di una successione.

Nella lettera inviata alle scuole da Fioroni, Ministro della Pubblica Istruzione, il 27 dicembre 2007,
s esplicita che la richiesta fatta alla scuola dalla societa italiana € quella di “corrispondere ai
bisogni crescenti e nuovi che I’attuale fase di sviluppo tecnico-scientifico e di complessita sociale
rende evidenti”. |l quadro normativo a cui far riferimento € rappresentato dall’art. 1, comma 622,
della L. 296/2006 e dal conseguente regolamento approvato con D. M. 139 del 22 agosto 2007. In
allegato a tale decreto vengono indicati gli indirizzi relativi ai saperi e ale competenze, alle
conoscenze e dle abilita che gli studenti dovrebbero acquisire. Gli ambiti di insegnamento sono
suddivis in “assi”, noi ci interesseremo dell’asse matematico. Tale asse “ha I’obiettivo di far
acquisire adlo studente saperi e competenze che lo pongano nelle condizioni di possedere una
corretta capacita di giudizio e di sapersi orientare consapevolmente nei diversi contesti del mondo
contemporaneo [...] La competenza matematica comporta la capacita e la disponibilita a usare
modelli matematici di pensiero e di rappresentazione grafica e ssmbolica, la capacita di esprimere
adeguatamente informazioni qualitative e quantitative, di esplorare situazioni problematiche, di
porsi e risolvere problemi, di progettare e costruire modelli di situazioni reali.” Lafinalita dell’asse
matematico e quella di riuscire a far acquisire agli studenti le abilita necessarie per applicare i

principi ei processi matematici di base nel contesto quotidiano (casa e lavoro).

DESTINATARI:

L’unita didattica é destinata ad una classe quarta di un liceo scientifico con sperimentazione PNI e
viene inserita nello studio delle funzioni reali di variabile reale. Lo svolgimento dell’attivita
inizieranel primo quadrimestre.

Le ore settimanali di matematica previste sono 5 e comprendono anche il laboratorio di informatica.

PREREQUISITI:

L o studente deve posseder e le seguenti nozioni:

e Conoscenze di base di logica: uso dei quantificatori esistenziali ed universali;
e Nozioni di numeri irrazionali e trascendenti; numero di Nepero;
e Conoscenzadegli elementi fondamentali del piano cartesiano;

e Concetto di funzione, dominio e codominio di unafunzione;



Definizione di funzioni pari e dispari e relative simmetrie;

Definizione di funzione crescente e decrescente (funzioni monotone);

Funzioni polinomiali, funzioni razionali e irrazionali, funzione segno, funzione valore
assol uto, funzione radice, funzioni esponenziali e logaritmiche, funzioni trigonometriche;
Conoscenze minime di topologia: intervallo, intorno, punto di accumulazione;

Conoscenza minime del software didattico Derive.

ACCERTAMENTO DEI PREREQUISITI:

Prima dell’inizio di questo nuovo percorso didattico € opportuno accertarsi che gli alievi

abbiano acquisito determinati concetti e proprieta e s provvedera a tale accertamento mediante un

colloquio con laclasse e lo svolgimento di alcuni esercizi come ripasso.

Gli studenti verranno quindi chiamati alla lavagna per dimostrare le conoscenze su tali prerequisiti.

Inoltre verranno assegnati esercizi per casa.

Si cerchera, ogniqualvolta questi verranno utilizzati, di richiamare proprieta e concetti ad legati.

OBIETTIVI GENERALI:

Acquisire le conoscenze e le abilita previste dal percorso didattico

Operare con il simbolismo matematico riconoscendo le regole sintattiche di trasformazioni
di formule

Condurre ad un appropriato lessico matematico

Rendere gli studenti in grado di affrontare situazioni problematiche di varia natura;
Affrontare situazioni problematiche di varia natura avvalendosi di modelli matematici atti
allaloro rappresentazione

Sviluppare la capacita di leggere un grafico

Sviluppare la capacita di abbozzare sul foglio un grafico sommario delle funzioni studiate
Costruire procedure di soluzione di un problema sapendo argomentare i passaggi utilizzati
Inquadrare storicamente |I’evoluzione delle idee matematiche fondamentali

Saper lavorare con i vari software didattici

OBIETTIVI TRASVERSALL:

Acquisire abilita di studio
Sviluppare capacita logiche, argomentative e intuitive

Sviluppare o spirito critico e potenziare il ragionamento



Sviluppare la capacita di riesaminare criticamente e sistemare logicamente le conoscenze
acquisite

Sviluppare I’attitudine alla comunicazione e ai rapporti interpersonali favorendo lo scambio
di opinioni tra il docente e I’alievo e tra gli alievi stessi per abituare alla comunicazione
scientificae a confronto di idee

Produrre congetture e sostenerle con ragionamenti coerenti;

Vautare I’opportunita di ricorrere ai mezzi tecnologici disponibili per ragionare sulle
situazioni problematiche proposte

Abituare arispettare i tempi di consegnadei lavori

Perseguire ed ampliare il processo di preparazione scientifica e culturale degli studenti

OBIETTIVI SPECIFICI:

Gli obiettivi specifici sono suddivisi in conoscenze e abilita.
OBIETTIVI SPECIFICI

Conoscenze:

Conoscere I’origine storica del concetto di limite

Conoscere il concetto intuitivo di limite e le definizioni rigorose di limite (Limite finito di
una funzione in un punto, limite infinito di una funzione in un punto, limite finito di una
funzione al’infinito, limite infinito di unafunzione all’infinito);

Conoscere i teoremi fondamentali sui limiti (Unicita del limite, confronto, permanenza del
Segno);

Conoscerei teoremi sul calcolo del limiti;

Conoscere e forme indeterminate;
o : . senx 1Y
Conoscerei limiti notevoli delle funzioni —— per x >0 e |1+— | per X > o;
X X

Conoscere ladefinizione di asintoto;

Conoscereil concetto di funzione continuain un punto ein un intervallo;

Conoscere la continuita delle funzioni e ementari;

Conoscere e operazioni trafunzioni continue;

Conoscere la definizione di punto di discontinuita e la differenza trai tre tipi (discontinuita
di prima, seconda e terza specie);

Conoscere i principali teoremi sulle funzioni continue in un intervallo (Weierstrass, valori

intermedi, esistenza degli zeri).



Abilita:

e Saper dare ladefinizione di limite nel quattro casi e larispettiva interpretazione grafica;

e Saper enunciare e dimostrare i teoremi fondamentali sui limiti (Teorema dell’unicita del
limite, Teoremadel confronto, Teorema di permanenzadel segno);

e Saper riconoscerei limiti fondamentali;

e Saper applicare i limiti fondamentali nella risoluzione di limiti dai piu semplici a piu
complessi;

e Saper applicare con correttezza e consapevolezza le varie tecniche risolutive al fine di
rimuovere le formaindeterminate per poter effettuareil calcolo del limite;

e Saper riconoscere quando unafunzione riporta degli asintoti e determinarne I’equazione;

e Saper definire unafunzione continuain un punto ed in un intervallo;

e Saper riconoscere e rappresentare graficamente i punti di discontinuita di una funzione
(discontinuita di prima, seconda e terza specie)

e Saper interpretare graficamente il significato dei teoremi fondamentali delle funzioni

continue.

METODOLOGIE DIDATTICHE

Si introdurra I’argomento utilizzando un approccio storico-epistemologico che, per tanti

argomenti di matematica, € fondamentale per far capire agli studenti che cid che si sta ha delle
origini ed e frutto di una evoluzione.

Nelle lezioni in classe s cerchera di dare prima un’interpretazione intuitiva dei concetti per poi
passare alla formalizzazione rigorosa in modo da avvicinare gradualmente a concetto un po’
astratto di limite. Si partira quasi sempre da esempi che verranno commentati opportunamente con
I”aiuto dell’insegnante per poter poi trarre definizioni e teoremi. Per I”’apprendimento dei contenuti e
per perseguire gli obiettivi esposti si fara uso di lezioni siafrontali che dialogate, con il sussidio del
libro di testo e di fotocopie contenenti esercizi svolti e approfondimenti. Quindi nella stessa ora di
lezione s fara uso dell’approccio dialogato e dell’approccio frontale; le lezioni non saranno mai
solo frontali in modo da creare discussioni guidate che stimoleranno gli aunni a dare il loro
contributo attivo mediante osservazioni e domande. Gli esempi e gli esercizi, come anche la
spiegazione teorica, verranno sistematicamente affiancati da grafici che possono aiutare molto gli

studenti a chiarire concetti che potrebbero sembrare astratti.



Verranno assegnati compiti per casa, cercando di dedicare sempre una parte della lezione ala
correzione di questi alla lavagna sia da parte del docente, che da parte del ragazzi. (I compiti
verranno comungue controllati dal docente, per assicurarsi chei ragazzi li svolgano).

Verranno discussi e confrontati insiemi gli esercizi che hanno apportato incertezze e problemi. Si
svolgera attivita di laboratorio informatico utilizzando software didattici come Derive; in queste

occasioni si preferirail lavoro di gruppo, le esercitazioni guidate ma anche quelle autonome.

STRUMENTI UTILIZZATI:
Libro di testo

Lavagna e gessi

Calcolatrice scientifica

Riga e squadre

Fotocopie

Software didattici come Derive.
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CONTROLLO DELL’APPRENDIMENTO:

Il controllo dell’apprendimento sara effettuato mediante verifiche formative e verifica

sommativa.

Le verifiche formative consistono nel controllo degli esercizi assegnati per casa, la correzione alla
lavagna degli stessi, effettuato dagli allievi, la discussione in classe dei problemi incontrati nello
svolgimento degli esercizi e nello studio della teoria, qualche domanda durante le lezioni, lo
svolgimento di qualche esercizio allalavagna.

L e verifiche sommative consistono in prove orali e prove scritte.

Le prove orali serviranno a docente per valutare non solo la teoria appresa dai ragazzi, ma verra
chiesto anche lo svolgimento di qualche esercizio e verranno fatte domande riguardanti le attivita di
laboratorio.

La prova scritta sara svolta a termine dell’unita didattica e ha soprattutto il compito di valutare le
abilita e permettera di verificare I’autonomia dello studente nell’utilizzo degli strumenti forniti.

VALUTAZIONE:

Per determinare il voto della verifica sommativa attribuiamo ad ogni esercizio un punteggio.

La diversita di punteggio rappresenta un diverso livello di difficolta in termini di conoscenze e
abilita.



Per attribuire il punteggio teniamo conto dei seguenti indicatori:

0 Conoscenze specifiche
Competenze nell’applicare le procedure e concetti acquisiti
Capacitalogiche ed argomentative

Completezza dellarisoluzione

o O o O

Correttezza dellarisoluzione e dell’esposizione

Naturamente, nel caso di errore nello svolgimento dell’esercizio, verra attribuito solo parte del
punteggio completo. Per fare questo, s stabilira di voltain volta, a seconda della gravita dell’errore
commesso, quanto farlo pesare e di quanto abbassare il punteggio.

Fatto questo, applicheremo la stessa diminuzione di punteggio a ciascun studente che avra fatto lo

stesso errore.

Riportiamo ora una griglia che verra utilizzata nella valutazione della verifica sommativi finale. E
stato attribuito un punto per ogni richiesta che viene fatta nell’esercizio non distinguendo gli
esercizi in base alla difficoltaritenendoli generalmente tutti di difficolta analoga.

A seconda del numero e del tipo di esercizi s attribuira punteggio diverso.

Esempio:
Esercizio 1 2 3 4 5 6 7 8
Punti 2 3 1 3 8 3 4 6 4
Punti
Assegnati
Totale 134

Tabelladi valutazione per I’intero compito in decimi
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11
12
13
14 5
15
16
17 6
18
19
20
21 7
22
23
24
25 8
26
27
28
29 9
30
31
32
33 10

RECUPERO:

Per gli studenti che trovano difficolta nell’apprendimento, verranno svolte attivita

pomeridiane, ossiagli “sportelli”, che consistono in esercitazioni mirate a singolo studente.

TEMPI PREVISTI PER L’INTERVENTO DIDATTICO:

Per svolgere I’unita didattica sulla parabola si prevedono i seguenti tempi:

e Accertamento del prerequisiti: 1h

e Introduzione storicaai limiti e definizioni di limite nei 4 casi (limite finito di unafunzionein
un punto etc.): 2h

e Teoremi sui limiti e operazioni coni limiti: 2h

e Limiti notevoli; esempi di calcolo delle forme indeterminate: 3h



Definizione di funzione continuain un punto e in un intervallo; continuita di acune funzioni
elementari: 2h

Operazioni trafunzioni continue; definizionei tretipi di discontinuita: 2h

Definizione e determinazione degli asintoti; teorema di Weierstrass. 2h

Teoremadei valori intermedi: 1h

Teoremadi esistenza degli zeri: 1h

Verificasommativa: 2h

Consegna e correzione verifica sommativa: 1h

Tot.: 19 ore

Le ore indicate sopra sono da intendersi di pura spiegazione e presentazione degli argomenti,

seguita da esempi chiarificativi; a queste lezioni si devono aggiungere dalle 10 alle 15 ore (dipende

dalla reazione e dalla partecipazione della classe) dedicate allo svolgimento di esercizi applicativi

degli argomenti svolti. Queste ore di esercitazione NON saranno fatte tutte ala fine ma saranno

equamente distribuite allafine delle spiegazioni.

Poiché le ore settimanali di matematica previste dai programmi ministeriali, per questa classe, sono

5, s stimadi riuscire asvolgere |’argomento in questione in 2 mesi abbondanti.

SVILUPPO DEI CONTENUTI:

1
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Approccio storico-epistemologico: la nascita del calcolo infinitesimale
Concetto intuitivo di limite

Limite finito di unafunzionein un punto

Limite infinito di unafunzione in un punto

Limite finito di unafunzione al’infinito

Limiteinfinito di unafunzione all’infinito

Teoremi sui limiti (Unicitadel limite, confronto, permanenza del segno)
Calcolo dei limiti

Calcolo delle forme indeterminate e limiti notevoli

. Funzioni continue e operazioni trafunzioni continue
. Punti di discontinuita(l, Il elll specie)
. Teoremi fondamentali sulle funzioni continue (Weierstrass, esistenza degli zeri, valori

intermedi)

1. Approccio storico epistemologico: la nascita del calcolo infinitesimale
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Il concetto generale di “limite” sembra abbastanza intuitivo ed € usato guotidianamente nel
linguaggio parlato; dobbiamo pero cercare di definirlo con precisione e capire come il concetto s
possa applicare alla matematica.

[ “limite” in matematica € solo una tortura in pit per gli studenti o e stato studiato anche
nell’antichita? A quale scopo?

I “limiti” e le loro applicazioni hanno permesso di dare la risposta ad alcuni problemi che erano
rimasti irrisolti fino a ‘600; tra questi problemi ricordiamo quello del calcolo della velocita di un
corpo in ogni singolo istante, la determinazione del massimo e del minimo di una funzione, la
determinazione della tangente a una curva e il calcolo della lunghezza di una curva, delle aree
delimitate da curve, delle superfici e del volumi. Soprattutto i due problemi, legati alla fisica,
dovrebbero essere stati introdotti, almeno intuitivamente, nella classe terza; oras provvedera adare
una impostazione rigorosa. Tutto questo verra fatto seguendo le indicazioni dei programmi
ministeriali: “... se il docente lo ritiene opportuno, un’idea intuitiva dei concetti di limite e di
derivata, legati ai classici problemi della tangente ad una curva e della velocita, pud essere data

negli anni precedenti, recuperando solo alla fine una impostazione rigorosa... ”

a) comes definiscelavelocitain un determinato istante?
In un moto accelerato la velocita e I’accelerazione di un corpo cambiano in ogni istante,

quindi, dovendo calcolare la velocita istantanea, considerando che, sia lo spazio percorso
che il tempo necessario sono nulli, si avra un’espressione del tipo 0’ che non ha significato.

Ma gli oggetti che s muovono hanno una velocita in ogni istante del loro cammino, quindi
s deve poterla calcolare.

La velocita istantanea viene percio definita come un rapporto tra quantita tendenti a zero,
dette infinitesime o per usare le parole di Isaac Newton® come |’ “ultimo rapporto di
guantita evanescenti ”. Newton spiegava che I’ultimo rapporto di due quantita evanescenti:
“...edaintenders il rapporto delle quantita non prima che esse svaniscono, né dopo che
sono svanite, ma con il quale esse svaniscono... ” Newton sembra voler dire che bisogna
considerare il rapporto nel preciso istante in cui il numeratore e il denominatore diventano

zero cioe proprio quell’istante in cui lafrazione si presentacome 0/0.

1 Newton, matematico del 600, nel suo capolavoro principale, "Philosophiae naturalis principia mathematica",
oltre ad esporre i risultati delle sue indagini in campo meccanico e astronomico, getta le basi del calcolo
infinitesimale.
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L eibniz® tendeva ad affrontare la questione con |a discussione delle “quantita infinitamente
piccole”. Con cio egli intendeva delle quantita che, per quanto non nulle non potevano
essere ulteriormente diminuite (come gli atomi della chimica), le sue quantita infinitamente
piccole erano i mattoni, le unita indivisibili che costituivano la matematica, le cose piu
vicine alo zero che ci fossero.

Augustin-Louis Cauchy , nel 1821, propose questa definizione di limite: “Allorchéi valori
successivi assunti da una stessa variabile si awicinano indefinitamente a un valore fissato
in modo da differirne alla fine tanto poco quanto si vorra quest ultima quantita € chiamata
il limite di tuttele altre.”

Cauchy evita termini come “infinitamente piccolo”; notiamo invece 1’uso di espressioni
come "valori successivi" 0 "avvicinarsi indefinitamente” o " tanto poco quanto s vorra'.
Egli dice semplicemente che un certo valore e il limite di una variabile se possiamo fare in
modo che la variabile differisca dal limite tanto poco quanto vogliamo. Tutto quello che
importa € la possibilitadi arrivare tanto vicino a limite quanto si vuole.

Il successo della definizione si baso in larga misura sul fatto che per suo tramite Cauchy
riusci a dimostrare i piu importanti teoremi dell’analisi. Ma anche |’asserzione di Cauchy
aveva bisogno di essere messa a punto.

Karl Welerstrass ha contribuito a consolidamento delle fondamenta dell’analisi
matematica (un processo che va sotto il nome di “aritmetica dell’analisi” ). Nelle sue lezioni
definivail limite dellafunzione f(x) nel punto xo nel modo seguente:

"Se data una qualsias grandezza e, esiste una hy, tale che per O<h<hg la differenza f(xoxh)-
L éminoredi einvalore assoluto, allora L eil limite di f(X) per x=xo".

b) Un ulteriore problema consisteva nella determinazione del massimo e del minimo di una
funzione; problema legato in particolare allo studio del moto: si sapeva che nel moto dei
proiettili 1a gittata, cioe la distanza orizzontale percorsa dal proiettile, dipendeva dall’angolo
di elevazione del cannone rispetto a terreno ma era importante sapere quale fosse I’angolo
massimo che davala massima gittata.

c) Per quanto riguarda il problema di individuare la retta tangente ad una curva, in passato i
Greci parlavano di tangente ad una conica come quella retta che intersecava la conicain un

solo punto e che rimaneva tutta da una stessa parte rispetto ad essa.

2 La pubblicazione dei “Principi matematici”, fu causa di una accesa disputa con il matematico Leibniz, che a
sua volta era giunto alla scoperta del calcolo infinitesimale in una forma indipendente e che alcuni
consideravano piu moderna di quella di Newton.
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In realtd questa definizione non € adatta a definire la tangente se la curva fosse piu
complessa in quanto in questo caso, la retta tangente ad una curva nel punto P non interseca
la curvain un solo punto e non rimane da una stessa parte rispetto ad essa.

2. Concetto intuitivo di limite

Dall’introduzione storica si dovrebbe aver capito che la necessita di introdurre i “limiti”
stata avvertita per descrivere e capire il comportamento di alcune funzioni vicino a punti nel quali
esse perdevano significato.
Senza ricorrere a problemi dei grandi fisici del passato, ci accorgiamo anche noi, di acune
limitazioni che abbiamo incontrato nei calcoli fin dalle elementari. Si puod eseguire la divisione tra
un qualunque numero (diverso da 0) e 0? Nella peggiore delle ipotes prendiamo una calcolatrice e
proviamo adigitare 5:0; la calcolatrice ci manda un messaggio: ERROR.
Ma perché? Che cosa significa dividere un numero per 0?
Proviamo a mano, oppure con la calcolatrice, oppure con il computer, adividere 5 per numeri molto

piccoali, vicini a0:

5_5 _cp 5 5000 _ S 50000
01 1 0,01 0,001
10

Si dovrebbe gia sapere, comunque si nota che a diminuire del numero a denominatore si incontra
un aumento del valore della frazione; se continuiamo a diminuire il denominatore, e lo facciamo
diventare “infinitamente piccolo” (cioe infinitamente prossimo alo zero), il valore della frazione
diventa “infinitamente grande”.

Questo fatto, in matematica si suole esprimere dicendo che “il limite di una frazione col

denominatore che tende a zero € infinito ™.
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Quindi pur continuando a dire che la divisione per zero € impossibile, abbiamo comunque affermato

che la divisione per zero tende a infinito. Sinteticamente, anche se la scrittura 3 non ha senso, si

) .k
scrive lim— = oo
x—>OX

Nota didattica: facciamo presente agli studenti che © non € un numero ma solo un simbolo che
ci indica il comportamento di una funzione il cui valore diventa arbitrariamente grande. Questa
precisazione € importante per evitare che nello studente s creino misconcezioni che lo portino

anche a pensare che I’infinito sia una grandezza che si pud paragonare o addirittura sommare o

sottrarre ad altre grandezze finite: scritture come ©+ %, 0 % +1 non hanno significato.

3. Limitefinito di unafunzionein un punto
Prima di introdurre la definizione rigorosa invitiamo gli studenti ad esaminare una funzione

_9-%x
X—3

1) Determinare il dominio

del tipo: f(x)

2) Tracciareil grafico per via elementare

¥=(9-%72) /(x-3)

ATTENTD A QUESTD PUNTO!

NN
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Il grafico che s otterra sara una retta di equazione y=-x-3 privata del punto (3;—6) e con
dominio D = (-0;3)U(3;+x)
3) Esaminare, aiutandos con il grafico tracciato, cosa succede ai valori assunti dalla funzione

quando ci s avvicinaa punto x, =3 dadestrae dasinistra

La funzione non e definitain x,, ma 3 é un punto di accumulazione per D; questo significa

cheinunintorno V di 3 cadono infiniti numeri di D.
Possiamo pensare di trovare le coordinate dei punti dellafunzione le cui ascisse appartengono aV; i

loro valori descriveranno il comportamento della funzione quando x assume valori prossimi a 3.

A guesto punto si potrebbe pensare di organizzare una piccola attivita di laboratorio; portiamo la
classe nel laboratorio di informatica e cerchiamo di far capire cosa succede con i limiti mediante

I’utilizzo del software Derive. Riportiamo in allegato un esempio di attivita.

Cosa osserviamo?
Man mano che x sl avvicinaa 3 (sSadasinistrache dadestra), i valori di y si avvicinano a-6.

Cerchiamo oradi formalizzare quanto capito; riprendiamo lafunzione

9-x?
f(x): X—3

e facciamo notare che comunque si fissi un intorno del punto y, = -6,
U=(-6-¢-6+¢)
S riesce sempre atrovare un intorno di x, =3,
V =(3-6;3+6)
tale che Vx e (3-5;3+5), con x =3, risulta
—6-e< f(X)<-6+¢.
Pertanto diciamo cheil limite per x tendente a 3 dellafunzione, € uguale a -6 e scriviamo:
9-x

lim =-6
x>l X—3

DEFINIZIONE: Limitefinitodi X tendentead un valorefinito X,
Sia f(x) unafunzione definitain tutti i punti di unintervallo |[a,b] trannea pitiin x, €1 .

Si dice chelafunzione f(x) haper limiteil numeroreale | per x chetendea x,es scrive
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lLer(X)ZI

se, comungue si sceglie un numero reale positivo, ¢ >0, é possibile determinare un intorno

completo V di x,, (cioéuninsiemedi punti x tali che 0<‘X—XO‘ <9,), tdleche per ogni xeV,

diverso (al piv) da x,, siaverificatala condizione | f ()~ 1| < &.

y
€+e0
oo T+
€
5—85\7
(0] Xq X X
T

NOTA

Il grafico sopra é stato presentato solo per questo primo limite; per gli altri ho fatto riferimento solo
agli esempi; ho invitato i ragazzi a provare arappresentare graficamente, da soli, il significato della
definizione.

Cerchiamo, inoltre, di far ben capire dove si posizionino 6 ed € nel grafico.

Osservazioni

e Spesso s prende comeintorno V di X, un intorno circolare, quindi la definizione data sopra

s puo formulare:

Ve >0365, > 0t.c. vxcon |x—x,|< 8, s ha|f(x)-1|<e

e Operativamente ricordare che | A(X)| < k < —k < A(X) <k

e Cosa significa la definizione? Significa che fissato un ¢ a piacere, piccolo quanto si vuole,

riusciamo sempre atrovare un intorno di x, che siatale che per ogni punto x che appartiene
aquell’intorno, lafunzione f(x) appartiene all’intervallo ]l —&;l + [ . In dtri termini: quando

x eémolto vicino a X, f(X) € molto vicinaad I.

e “tranneal piuin x,”: cioein X, lafunzione pud anche non essere definita;
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e quando diciamo “ & reale positivo”, pensiamo avalori di € che diventano sempre piu
piccoli ; diremo che £ e preso “piccolo a piacere”;

e cambiando £ cambierd in corrispondenza anche O , per cui & opportuno sottolineare la
dipendenzadi J da &, scrivendo O, ;

e sela condizione |f(x)—|| <¢ ¢ veificain un intorno destro di x,, € non in un intorno

completo, si dice che esisteil limite destro dellafunzione e si scrive:
lim f(x)=1

x—>X"0
e analogamente se la condizione |f(x)—l| < ¢ s veificainunintorno sinistrodi X,, enonin

un intorno completo, s dice che esisteil limite sinistro dellafunzione e s scrive:

lim f(x)=1

X—>X 0
e se diciamo che esiste il limite della funzione per x — X,, € sottinteso che esiste limite
destro, limite sinistro e che sono uguali cioé:
lim f(x)=lim f(x)=1
X—Xg X—>Xg

e Ladefinizione di limite puo servire non per calcolare il limite ma per verificare se un limite

fornitoci, & corretto o meno.

> Esempio
Verificare che Iim[1x+1 :E
x->3\ 2 2

Si deve provare che, scelto ¢ > 0, esiste un intorno completo di 3 per ogni x del quale (escluso al

piu 3) s ha (1x+1j—§<g,0$ia
2 2
1 3
—X——|<¢&
2 2
Esplicitiamo il valore assoluto
1 3
&< =-X—-=<g,
2 2

aggiungiamo 3/2 ai tre membri:

3 1 3
——g<=X<—+¢g,
2 2 2

moltiplichiamo ciascun membro per 2 in modo daisolare lax:
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3-2e<X<2c+3.

L’insieme delle soluzioni di questa disequazione € quindi
]3— 2¢,3+ 2.9[ ,

abbiamo trovato un intorno di 3 (il raggio dell’intorno € 6 = —2¢, dipende da &) per cui € verala

condizioneiniziae, quindi il limite e verificato.

Esercizi per casa (o alla lavagna):

Applicando la definizione di limite, verificare che:

*  lim(2x-1)=3

X—2

. lim@ -1 =8

° lim =0"

x>0 1—|nx

Dalla definizione si deduce che il limite in un punto, € indipendente dal comportamento della

funzione nel punto stesso; si possono verificare, infatti i seguenti casi:

- lafunzione & definitain x,, esiste il limite per x — x, ed & uguale a valore f(x,) che la
funzione assumein x= X, ;
- lafunzione & definitain x, ed esisteil limite per x — x, ma lim f(x) = f(c)
X=X
» Esempio

3X-1 sx=zl
Studiamo lafunzione f(x)=
1 e x=1

1l Iirrl1f(x) coincide con f(x,), Vx, #1 ;invece non coincide con f(x,), se x, =1 perché

2

f(1)=1 mentre lim f(x)
Bastaprovare che, Ve >0 , esiste un intorno di 1 tale che Vx e (1- 8,1+ 6), con x =1, risulta:

‘f(x)—2|<£
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i

= lafunzione e definitain x,, manon e possibile definire il limite per x — X,;

» Esercizio
dire se e possibile dare la definizione di limite per x tendente a zero dela funzione

2

f(x)= )2( motivando larisposta.

( lafunzione assumera un valore preciso f(0)=0 ma non si pud parlare di limite per x tendente a

zero perché la funzione non esiste in un intorno dello zero (D = (- oo;—-1) U {0} U (L+e0))
= lafunzione non e definitain x,, ma esisteil limite per x — X,

> Esercizio

2
X
utilizzando la definizione di limite, verifichiamo che risulta Ilng[‘—|J =1
X—> X

4. Limiteinfinito di unafunzionein un punto

Per introdurre la definizione di limite infinito di unafunzione per x chetende aun valore
finito, utilizziamo lo studio di un’altra funzione:
f()= s
(x+1)
1) Determinare il dominio;

2) Tracciareil grafico per via elementare;
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-4

Il dominio della funzione sara D =(-o0;—1)U(-1+) e il grafico che otterranno sara quello
mostrato nella figura sopra.

3) Esaminare, aiutandosi con il grafico tracciato, quali valori vengono assunti daf(x) guando ci
s avvicinaal punto x, =—1 dadestrae dasinistra

4) Esaminare I’andamento del grafico della funzione quando ci si avvicina al punto x,=-1 da

destrae dasinistra.
Cosa osserviamo?
Osserviamo che, man mano che x s avvicina a -1 (sia da sinistra che da destra), i valori di y

diventano sempre piu grandi.

Per esercizio si pud provare a costruire una tabella analoga (con derive) a quella fatta nell”’esempio
precedente per osservare il comportamento della funzione quando x assume valori che appartengono

ad un intorno sinistro e destro di —1; i dati numerici “rafforzeranno” il grafico.

Pertanto con analoghe considerazioni a quelle fatte prima diremo che il limite per x tendente a-1

dellafunzione, € uguale a + o« e scriviamo:

. 1
lim
x>-1(X+1)

5 =+

OSSERVAZIONE DIDATTICA
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L’insegnante dovrebbe tentare di far capire agli studenti che tutte le altre definizioni che verranno
date, seguono dalla prima e che non € necessario imparare tutto a memoria, bisogna solo fare un
piccolo sforzo per capire bene la prima, le altre verranno di conseguenza.

L’insegnante, prima di dare la nuova definizione, potrebbe spronare gli alunni a immaginare come

potrebbe essere.

DEFINIZIONE: Limiteinfinito per X tendentead un valorefinito X,
Sia f(x) unafunzione definitain tutti i punti di unintervallo |[a,b] trannea pitiin x, 1.
Si dice chelafunzione f(x) haper limite o per x chetendea x,esi scrive

lim f(x)= oo

X—>Xo
se, comunque si scelga un numero reale positivo, M > 0, € possibile determinare in corrispondenza

a tale scelta, un intorno completo di V di X,, (cioe un insieme di punti x tali che

0< ‘X— XO‘ <0y ), taecheper ogni xeV saverificatalacondizione

‘f(x)‘>M

OSSERVAZIONI:
= il valore assoluto indica che si possono verificare due casi (a seconda delle situazioni):
f(x)> M oppure f(x)<M :

sein V, escluso x,, vale sempre la disequazione f(x)>M , si hache lim f(x)=+w ein

X—>Xg

guesto caso si dice che lafunzione f(x) diver ge positivamente;

seinvece, vale sempre ladisequazione f(x)< M, si hache lim f(x)= - ein questo caso

X=X
s dice chelafunzione f(x) diverge negativamente;
= (uando diciamo “M numero reale positivo” pensiamo avalori s M che diventano sempre
pit grandi;
= lacondizione [x— x,| > 0 corrispondea X # X, ;
= cambiando M cambiera in corrispondenza anche &, per cui € opportuno sottolineare la
dipendenzadi 6 da M , scrivendo 6, .
Esercizio

Provare a rappresentare graficamente, in generale, il significato della definizione.
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Verificadd limite
Come s verificaun limite infinito?

> Esempio

e verifichiamo, tramite la definizione appena vista che

Usiamo lafunzione di prima f (x) = ! 5
(x+1

: 1
lim 5=

——— =+
x>-1(x+1)

Fissiamo arbitrariamente un numero reale positivo M e risolviamo la disequazione

_1
(x+1)°

passando ai reciproci s ha
1
(x+1)? < o
Estraiamo la radice quadrata ad entrambi i membri
x+1< 1
NV
Esplicitiamo orail valore assoluto

—1—i< x<—1+i

N ™

Possiamo ora dire che I’insieme delle soluzioni della disequazione e I’intorno di —1 dato da

}—1— = 1+ Jlm{(l’intorno ha il raggio che dipende da M: al’aumentare di M diminuisce il

N
raggio); quindi, fissato M generico, esiste un intorno di —1 in cui i punti verificano la condizione
f(xX)>M .

Gli asintoti verticali

Unarettar € dettaasintoto del grafico dellafunzione f (x) se:
la distanza PH di un generico punto P(x; f(x)) da tale retta tende a zero quando I’ascissa o
I’ordinata del punto tendono a infinito, cioé:

PH >0  perx— o oppure

per f (X) — oo .
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Laretta x= X,
Laretta x=x, si dice ASINTOTO VERTICALE cioé e unaretta parallela al’asse delle y acui

il grafico dellafunzione si avvicina progressivamente.
Quindi in generde, s dice che la retta x=Xx, € asintoto verticale della funzione se valgono
entrambe le condizioni:

1. lafunzione non e definitaper x = X,,

2. selimf(x)=w

X—=>Xg

Si possono verificare le situazioni mostrate nelle due figure seguenti:

/‘Y 0 % xT

Nel nostro esempio I’asintoto verticale € laretta x =1.

OSSERVAZIONI
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1) Seunafunzione non € definita in un punto, non necessariamente hain quel punto un asintoto
verticale.
> Esempio

2
La funzione f(x)= X non & definita per x=0, il suo grafico & il seguente e non ha acun

X

asintoto verticale.

Infatti, in questo caso, € verificata solo una delle 2 condizioni dette prima.

2) il grafico di una funzione pud avere piu asintoti verticali, anche infiniti come nel caso della

funzione tangente: f(x) = tgx

3) E necessario che tutti i punti di un intorno completo di x,facciano parte del dominio della

funzione.

4) Anchein questo caso ladefinizione e utile per verificare |I’esattezza di un limite dato.

Esercizi per casa (o allalavagna)
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ESERCIZIO 1: verificare cherisulta:

ESERCIZIO 2: provare cherisulta:

lime*! = +o0

x—1"

ESERCIZIO 3: verificare |’esattezza del seguente limite:

ESERCIZI0 4: verificare che lim 2X=3

x—0" X

5. Limitefinito di unafunzioneall’infinito

Un problema analogo ai precedenti si puo porre nel caso di funzioni definite su tutto I’asse
reale (0 su una semiretta); ad esempio s puo far riferimento alle funzioni tempo, definite sul
semiasse positivo per t > 0.

Facendo un breve riferimento all’esperienza quotidiana, possiamo dire che, nel caso di fenomeni

dipendenti dal tempo, si parla spesso di “andare a regime” o “stabilizzarsi” dopo un certo tempo.
Per esempio s puo pensare a numero di un certo prodotto alimentare venduto giornamente; si
tratta di una funzione tempo che, dopo eventuali brusche variazioni in un periodo di forte
pubblicita, s stabilizza su una certa quota giornaliera costante.
Per indicare questo comportamento si parladi limite finito della funzione all’infinito.
Primadi dare la definizione, come a solito osserviamo il comportamento di alcune funzioni.
Consideriamo le funzioni:
X

f(x)= 1

g(x)=senx—2
1) Determinare il dominio
2) Tracciareil grafico per viaelementare
3) Aiutandosi con il grafico tracciato di ciascuna funzione, esaminare |’andamento quando x tende
atoo.

f(x) s avicinaalaretta y =1;
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g (x) continua ad oscillare tra-3 e-1 senza avvicinarsi a nessun punto in particolare.

o

¥

y=1

¥=x/(x+1] %

& -6 -4 -2 P 4 =] £

{\/

y=san(x)-2

-4

]

]

Per esercizio s pud proporre agli studenti di compilare una tabella di valori, simile a quelle

compilate in precedenza.

DEFINIZIONE: Limitefinito per X tendenteall’infinito
Sia f(x) unafunzione definitain (- oo,+o0).
Si dice chelafunzione f(x) haper limiteil numeroreale | per x chetendeal’infinito esi scrive

lim f (x)=|

X—>0
se, comunque si scelga un numero reale positivo, ¢ > 0, € possibile determinare in corrispondenza a

tale scelta, un numero reale positivo, N >0, tale che per ogni x che verifichi la condizione
X |> N si abbia

‘f(x)—|‘<g.

OSSERVAZIONI:
= Se ‘f(X)—l‘ < & esoddisfattasolo per x> N, oppure soltanto per x < N, alorasi dice che

esistono rispettivamente, i limiti
lim f(x)=1, lim f(x)=1

Esercizio
Provare a rappresentare graficamente, in generale, il significato della definizione.
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Laretta y=|I

Laretta y=1 s dice ASINTOTO ORIZZONTALE cioé e unarettaparallelaal’assedelle x a
cui il grafico dellafunzione si avvicina progressivamente.

Il grafico di unafunzione puo ammettere a massimo due asintoti orizzontali e cio accade quando i

limiti dellafunzione per x — +oo sono entrambi finiti, ma diversi fraloro.

> Esercizio

Verificare che Iim1 =0.

X—>00 X

Si tratta di risolvere la disequazione:

2
——yU<e
X

e vedere se fra le sue soluzioni vi @ un intorno di o (cioe I’unione di un intorno di —co con uno di

+00).

Svolgendo i calcoli avremo:

1 : o)
<g = |X>— =N X<—=|v|x>=
P P P

Tenendo conto che ¢ > 0, il primo intervallo ottenuto rappresenta un intorno di — oo, il secondo un

intorno di + oo ; possiamo concludere quindi cheil limite e verificato.

ESERCIZI0 1: verificare che lim >X+1_

X—>+0 X

3
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ESERCIZIO 2: provare che lim e =0

X—>—00

ESERCIZIO 3: verificare cherisulta Iimi =1

X—>00 X_l

ESERCIZIO 4: provareche lim S 0"

X—>—00 — X

6. Limiteinfinito di unafunzione all’infinito

Osserviamo lafunzione f(x) = x°

-5

Notiamo che quando x va verso valori molto grandi (o molto piccoli), anche la funzione assume
valori molto grandi, ossiatendenti a «.

DEFINIZIONE: Limiteinfinito per X tendente all’infinito

Sia f(x) unafunzione definitain (- oo, +o0).

Si dice chelafunzione f(x) haper limiteI’infinito, per x chetende all’infinito esi scrive
im ()~ =

se, comunque si scelga un numero reale positivo, M > 0, € possibile determinare in corrispondenza

a tale scelta, un numero reale positivo, N >0, tale che per ogni x che verifichi la condizione

X |>N si abbia

‘f(x)‘>M
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OSSERVAZIONI:

= Se per‘x |>N risulta sempre f(x)<-M, alora si dira che esistono rispettivamente i
limiti:
lim f(x) = +o0, lim f(x)= -0

X—>0 X—0

= Seper x> N risultasempre ‘f(XX >M | oppure f(x)>M , oppure f(x)<-M,dlorasi

dice che esistono rispettivamente i limiti:
lim f(x)=c0, lim f(x)=+e0, lim f(x)=—oo

X—>+00 X—>+00 X—>+00

» Seinfine, per x<—N risulta sempre ‘f(XX> M | oppure f(x)> M , oppure f(x)<—M :

aloras dice che esistono rispettivamente i limiti:
lim f(x)=co, lim f(x)=+c0, lim f(x)=—o

X—>—00 X—»—00 X—>—00

= Sesi verificache lim f(x)=lim f(x)=+o

X—>+00 X—>—00

scriveremo

lim f (x) =+

X—>00

= Sesiverificache lim f(x)= lim f(x)=—-w

X—>+0 X—>—0
scriveremo
lim f (x)= —o0

Esercizio
Provare a rappresentare graficamente, in generale, il significato della definizione.

> Esempio

Verificareche 1im (x° +4) = +oo.

X—>+0

Si tratta di risolvere la disequazione: XX +4>M ()

Svolgendo i calcoli avremo:
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X+4>M < XX>M-4 < x>3IYM -4

Posto N=%M -4 la relazione () & verificata per ogni x> N e quindi il limite &

verificato.

Esercizio per casa (o alla lavagna)

Verificare i seguenti limiti

2
A MmO +2) =40, b) im0 2 o o) lim(x® +1)= 40

X—>+00 X—>—0 X X—>00

7. Teoremi sui limiti
Enunceremo di seguito dei teoremi e delle proprieta che sono validi per funzioni definitein

qualsias dominio D <[] eper punti X, (in cui calcoliamo il limite) di accumulazione del dominio
D; valgono inoltre per x — +oo. Per semplicita, tuttavia, penseremo sempre a particolari domini D,
ossiaaintervali di [ ea x, come punto di D.

| teoremi che seguono sono presentati utilizzando limiti finiti (1) di funzioni in un punto (X — x,);

osserviamo che valgono anche seinvece di | abbiamo +w 0 — .

Teorema di unicita del limite
Seunafunzione f(x) ammettelimiteper x — x,, allora talelimite & unico.

Prima di procedere con la dimostrazione cerchiamo di spiegare il significato del teorema. Trovare il
limite(l) di una funzione in un punto significa che, man mano che x — X, i valori assunti dalla
funzione tendono a stabilizzarsi verso quel valore di | (si avvicinano ad | senza mai toccare quel
numero). Se questi valori si stabilizzano attorno a un certo valore 1, non possono stabilizzarsi

anche attorno a un altro valore |,; quindi non possiamo trovare 2 valori diversi come limiti della

stessa funzione in uno stesso punto.

Di

3

Dimostriamo la tesi per assurdo. Ricordiamo che per effettuare questo tipo di dimostrazione si

procede nel seguente modo: s suppone falsa la tesi; se con questa supposizione S arriva a negare
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I’ipotesi iniziale, significa che & shagliato supporre falsa la tesi, quindi la tesi del teorema e
dimostrata.

Supponiamo che latesi siafalsa, cioe chel non siaunico, ossia che (oltre ad 1) esiste un altro valore

mtale che

[imf(x)=m m=1
X=Xy

Allora sara sicuramente m<| oppure m>|l. Supponiamo m<| e, poiché possiamo scegliere ¢
(positivo) piccolo a piacere, consideriamo

m-|
2

Applichiamo orala definizione di limite a entrambi i casi: dovrebbero esistere due intorni VeV’ di

<

X, tali che

| f(x)—1| <& per ogni xeV

| f(x)—m< & per ogni xeV'
Osserviamo che anche VNV' e un intorno di x,. Allora in VNV' devono valere

contemporaneamente

| f(x)—m <& per ogni xeV NV’

{|f(x)—||<g

Esplicitando i valori assoluti:
{|—5< f(X)<l+¢
m-e< f(X)<m+¢
Confrontando le disuguaglianze possiamo affermare che
m-e< f(X)<l+¢
dacui segue che
m-e<l+¢
ricaviamo ¢ :
—c—e<l-m
—2c<l—-m
2 >m-|

) ) m-—|
da cui otteniamo che ¢ > 5

m-—|

Ma inizialmente avevamo supposto la disuguaglianza opposta, cioé che fosse & <
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Da qui possiamo concludere che la supposizione che esistano due limiti distinti | ed m e falsa
Quindi se lim f(x)=1, il limitel & unico.
X—>Xp

OSSERVAZIONE

Se fosse vero che ¢< m , questo significherebbe che il valore di f(x) dovrebbe appartenere

contemporaneamente a un intorno di | e ad un intorno di m, intorni che non hanno valori in

comune!!! Questo eimpossibile.

NOTA

Esplicitamente non ci sono esercizi precisi di applicazione di questo teorema; implicitamente, ogni

voltache si calcolaun limite si applicail principio del teorema, nel senso che, se si calcolail limite

es trovaun certo valore si puo essere sicuri che non ne esistono altri!

Teorema del confronto (Teorema del due carabinieri)
Siano f(x), g(x) e h(x) tre funzioni definite nello stesso dominio D, escluso al pid un

puntox,. Se per ogni punto del dominio, diversoda x, risulta:

f(x)< g(x)< h(x)
ese inadltre, e
lim f(x)=limh(x)=1,

X—>Xo X—>Xo
allorarisultera anche:
limg(x)=1

X—%o
NOTA
Il teorema viene anche detto “dei due carabinieri” perché la funzione g viene “stretta/chiusa” dalle
atre due funzioni f ed h; se queste s muovono in una direzione (in linguaggio matematico tendono
aun certo valorel), anche lafunzione g € costretta ad andare verso quel valore.
Dim.
Per ipotesi sappiamo che

lim f(x)= limh(x)=1

X—>Xg X—>Xg
quindi dalla definizione di limite segue che, preso comunque un ¢ >0, € possibile determinare in

corrispondenza di due intorni completi di x,, Ve V'(cioé un insieme di punti x tali che
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0<|x—X,| <5, e 0<|x=x,| <), tali cheogni xeV eperogni xeV'si verifichino le seguenti

condizioni:

[fX)-ll<e = T-e<f(x)<l+e
h(x)-l|<e = I-g<h(x)<l+e

L e due disuguaglianze valgono simultaneamente per x del dominio appartenenti all’intorno V NV’

Inoltre poiché per ipotesi deve verificarsi f(x)< g(x)< h(x), segue larelazione:

l—s< f(x)<g(x)<h(X)<l+s VxeVANV

per ipotesi
cheimplica
l-e<g(x)<l+& VxeVnV
cioe lg(x)-l|]<e V¥xeVnV

Quest’ultima relazione significa proprio che lim g(x)=1.
X=Xy

> Esercizio
Date le funzioni
f(X)=—-x"+4x-3
g(x)=2x-2

h(x) = x* -1

e sapendo che Iirrl1 f(x)= Iirrl1h(x) =0, calcoliamo Iinilg(x) usando il teoremadel confronto.

Per poter applicare il teorema dobbiamo prima verificare che siano soddisfatte le sue ipotes, cioe
che, inunintorno di 1 s verifichi che f(x) < g(x) <h(x):
—X*+4x-3<2x-2<x* -1

| -x*+4x-3<2x-2 [-xX*+2x-1<0 [—(x-D*<0
ossia — - sempre vero!
2x-2<x* -1 —x*+2x-1<0 —(x-1?<0
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Poiché le disequazioni del sistema sono verificate Vxell , allora anche la disuguaglianza

f(X) < g(x) <h(x) everificata Vxell , in particolare e verificatain un intorno di 1.
Allora, poiché sono soddisfatte le ipotesi del teorema del confronto, posso affermare che

Iirrllg(x) =0, esattamente come gli altri limiti.

Esercizio per casa (o alla lavagna)
Calcolare limg(x), sapendo che f(X)=—x>+8x-14,9(X) =2x-5,h(x) = x* —4x+4 e che

Iingf(x):lingh(x):l

Teorema di permanenza del segno

Selafunzione f(x) ammette limite diverso da zero ciog
lim f(x)=1#0,

X—>Xp

allora esiste un intorno 1(x,) di x,, escluso al piu il punto x,, in cui f(x) assume lo stesso

segnodi .
Viceversa, se esiste un intorno 1(x,) di x,, privato al piti del punto x,, in cui risulta f(x)>0

(f(x)<0),eseesisteil  lim f(x)=1, alora
X—>Xg

>0 (1<0)

Dim.

Dimostriamo la prima parte del teorema.

Ipotesi lim f(x)=1=0 Tes f(x)>0 inunintornodi x,

X—=>Xg

Per ipotesi, sappiamo che preso comungue un ¢ >0, & possibile determinare in corrispondenza ad

un intorno completo di x,, V(cioé un insieme di punti x tali che 0< |x— xo| <o), tale che

ogni xeV s verifichi laseguente condizione:
[f(x)-1|<e

essendo per ipotesi | =0, risulta‘l|>0 epoichélasceltadi ¢ e arbitrariaalorascegliamo ¢ =‘I| .

Intal caso abbiamo | f (x)-1| <[] vxeV = I-[l|<f(x)-I <I+]|
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Da cui segue lates, osservando che

sel>0, essendo |-|I|=0 equindi f(x)>0,

se | <0, essendo [I|=-Iequindi I+4]l]=1-1=0 equindi f(x)<0

Dimostriamo la seconda parte del teorema

Siaper esempio f(x)> 0.

E supposto per assurdo che lim f(x)=1 < 0 per la prima parte del teorema esiste un intorno 1 '(x,)

X—>Xg
di x, taleche f(x)<0, ¥xel'(x,), con x= Xx,. Maper ipotesi f(x)>0 Vxel(x,),cioimplica
che per i punti x dell’intorno 1(x,)1'(x,) la funzione assume valori sia positivi che negativi.

Abbiamo ottenuto una contraddizione, pertanto deve essere | > 0.

OSSERVAZIONI:
e jlteoremavaeanchese | =+tx;
e il teorema non e valido nel caso il cui il limite sia uguale a zero infatti se per esempio,

consideriamo Iinz(l— X) = 0, in un qualunque intorno completo del punto 1, i valori assunti

dalafunzione y =1— x sono in parte positivi e in parte negativi (€ positivain ogni intorno

sinistro di 1 e negativain ogni intorno destro.

8. Calcolo di limiti e operazioni
In generale, per calcolare il limite di una funzione basta sostituire il valore a cui tende la
variabile x, tutte le volte in cui compare x nella funzione:
lim2x=2-3=6

x—>3

. . . TT
[imsinx=sin—==1
x>2 2

lim 3x— 2 =3 (+0) — 2= +o0

X—>+0
Cerchiamo ora di presentare delle regole generali utili per calcolarei limiti; purtroppo spesso queste
sole regole non basteranno, si dovranno utilizzare teoremi, conoscenze di limiti fondamentali e
“trucchetti” per superare gli ostacoli presentati dai limiti.
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| limiti finiti
| teoremi che ci accingiamo ad enunciare sono validi siaper x che tende a un valorefinito, X,, sia

a +000—0c Main questo caso, il valore del limite € sempre un numero reale. Per questi teoremi

daremo solo I’enunciato omettendone la dimostrazione.

Somma/differenzatralimiti

Consideriamo le due funzioni f(x)=2x—-6 e g(x)= x+3 ei loro limiti per x — 4, ossia

lim2x-6)=2 e Iirg(x+3)= 7.

Xx—4

Lafunzione somma s(x) = f(x)+ g(x) & s(x) = (2x-6)+(x+3)=3x-3 eil lim(3x-3)=9

X—4

Osserviamo che Iin}(2x—6)+lim(x+ 3)=2+7=9, che & proprio uguale al limite della funzione

s(x).

Enunciamo orail teorema che regolail comportamento dei limiti visti sopra:
Teorema
[l limite della somma (o della differenza) di due funzioni e uguale alla somma (o ala differenza) dei

limiti delle due funzioni.

Ossia, siano f(x) e g(x) duefunzioni; se

limf(x)=1, limg(x)=1, dovel ed |, e R
X—>Xg X—>Xg

alora

lim[f (x)+ g(x)]=1+1,

X=X

Prodotto tra limiti

Vogliamo ora calcolare

. X+1
limx.——==
Xx—5 2—X
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La funzione f(x)=x-;(—Jr1 di cui dobbiamo calcolare il limite é formata dal prodotto di due

funzioni g(x):x,h(x):X—Jrl. Sapendo che Iimx:5elimx—+1:—2, s avra che
2—X x5 x5 2 — X

limx- XL 5_2)=_10.

X—5 —X

Teorema

[l limite del prodotto di due funzioni & uguale a prodotto dei limiti delle due funzioni.

Ossia, siano f(x) e g(x) duefunzioni; se

limf(x)=1, limg(x)=1, dovel ed |, e R

X—=>Xg X—=>Xg

allora
lim[f (x)- g(x)] =11,

X—>Xo

In particolare, se si consideralafunzione costante

g(x)=k =0,
alora
lim[k- f(x)]=k-lim f(x)=k-|
X—>Xo X=X
> Esempio
1) Iinng:3~Iirr21x:3-2:6
2) limx-(x—3)=limx-lim(x-3)= Iimx-{limxlimS} =1-(1— J=—§
x—>} x—>1 x—>1 x—>1 x—>1 x—>} 2 2 4
2 2 2 2 2

Quoziente di limiti

E coniil quoziente q(x)= 16 cosa succede?

g(x)

Sproniamo i ragazzi a pensare ad alcuni esempi e vediamo se la soluzione proposta puo funzionare.
Teorema

[l limite del quoziente di due funzioni € uguale al quoziente dei limiti delle due funzioni, supposto

cheil limite dellafunzione divisore sianon nullo.
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Ossia, siano f(x) e g(x) duefunzioni; se

limf(x)=1, limg(x)=1,dovel edl, e}, 1, #0

XA)XO X*)XO
dlora

f(x) |

lim—~=—
% g(X) l,

, . . 1 , .
In particolare consideriamo lafunzione —— , reciprocadi f(x):

f(x)

se
limf(x)=1eR, =0,
X=X
dlora
Iimi—1
% f(x) |

> Esempi

o 2x+1 ||I’H(2X+1) -7
1) lim =X =—=

x4 X—3 Ilrrl(x—B) -7
2 lim o=t -1

2 X" -3 Ilm(x —3) 1

X—2
Potenza n-essima di una funzione
Teorema
Sia f(x) unafunzione;
se
[imf(x)=1eN
X—>Xg ( ) <

dlora

lim[ f (x)]" =[Iim f(x)}n ="

X—=>Xg X—=>Xg

Radice n-essma di una funzione

Teorema
Sia f(x) unafunzione;
se
lim f(x)=1,1 e Rel >0

X—=>Xg
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dlora

limg/f(x) = p/lim f(x) =1

X—>Xp X=X

> Esempio

Essendo Iirr31(5x—4) =11, alora Iirr31\/5x—4 =11

Con I’aiuto di questi limiti possiamo cominciare acalcolareil limite di qualche funzione.

> Esempi

H 2
X2 |X|LY1] X 12 1

[y a— M S
o1 2X+1 I|rr11(2x+1) 2-limx+liml 2+1 3

X—>1

Abbiamo applicato il teoremadel quoziente, della somma, della potenza e del prodotto.

x—4 MNimx-4) 3.4 1

lim _ o - i1
X+ 'Xif;(\'x““l) [Iim(x+1)E 4% 2

X—>3

Abbiamo applicato i teoremi del quoziente, della somma e della potenza.

Elevamento a potenza

Teorema
Se
lim f(x)=1>0e lim g(x)=1,
tm o9
allora risuitera |mﬂu@PW:[mnf@ﬂ T
X—>¥%g X—>%g

Finora ci siamo occupati di una serie di teoremi sui limiti, al’inizio, pero, avevamo precisato che
questi teoremi valgono per i limiti finiti. Cerchiamo ora di capire cosa succede a somme, prodotti,
quozienti etc. di limiti quando qualcuno di einfinito.

Il problema, quando lavoriamo con “I’infinito” e che, come abbiamo gia detto, o« e solo un simbolo
e, di conseguenza, non valgono le normali regole di calcolo.

Presentiamo una tabella che riassume tutti i “comportamenti dell’infinito”, pregheremo, pero, dli

studenti di non impararlaa memoria madi riflettere su di essa. Latabellaverra discussain classe.
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lim f(x) limg(x) | lim[f(x)+ g(x)] lim[f (x)- g(x)] i f(x) 1
X—>Xo X—>Xg X—Xo X=X m——= lim——
X—>Xp g(x) X—>Xp g(x)
[ 0 o0 o0 0 (0" sei segni dei 0
due limiti sono
concordi , 0™ se sono
discordi)
0 |l 0 0 0 1
|,
+ o0 + oo + oo + o0 Indeterminato 0
— — —® + o0 I ndeterminato 0
+ —© I ndeterminato — I ndeterminato 0
o0 0 00 Indeterminato o0 o0
0 0 0 I ndeterminato 0 0
0 0 0 0 I ndeterminato o0
lim f ' n
fim #(x) lim[f (x)]
+ 0 +
—0 + 00 SE N €& pari
—o0 se n edispari

se f(x)>0 per xel

lim £ (x) limg(x) lim[ (x)]*
+ 0 l,>0 + 00
+ 0 l, <0
O<l<1 + o0
| >1 + o0 + o0
O0<l<1 -0 + 0
| >1 — 0




| casi rimanenti oltre atutti quelli visti, e precisamente:

e

(i oo)+ (1 oo) 0- (i oo) 1 0° (+ oo)0

olo

T oo

costituiscono le cosiddette FORME INDETERMINATE (O FORME DI INDECISIONE), per le quali non e
possibile stabilire a priori, quanto valga, senza avere ulteriori informazioni sulle espressioni che

hanno dato loro origine.

9. Calcolo delle forme indeter minate e limiti notevoli

Abbiamo gia accennato che in acuni casi i limiti di funzioni S presentano sotto forme che
vengono chiamate di “indecisione” poiché non esistono teoremi che permettano di calcolarli
direttamente, ma e necessario applicare trasformazioni anche notevoli per arrivare a risultato.

Ricordiamo che le forme indeterminate sono:

H+
8

(£0)+(F o) 0-(+w)

g 1+ 0° (+o0)°

+
8

Per la risoluzione di molte forme indeterminate si ricorre all’utilizzo dei cosiddetti limiti notevoli

(casi particolari di forme indeterminate):

Limiti Notevoli

Il calcolo del limiti, ad eccezione del caso delle funzioni elementari in punti del loro dominio, puo
presentarsi un problema complesso. Ci sono alcuni limiti detti notevoli perché fondamentali nelle
applicazioni dell’analis e ci sono di aiuto per risolvere i limiti che s presentano in forma
indeterminata.

. senx

e

Osserviamo che la misura dell’angolo eindicatain radianti. Cosa succede seuso i gradi. ..

Poiché il limite ha la forma indeterminata del tipo g dobbiamo studiare il comportamento della

funzione in un intorno piccolo del punto O; cid ci permette di supporre 0< x<% e
successivamente determinare il valore del limite destro e del limite sinistro.
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)  Cacoliamo |jm >

x—0" X

Considerata la figura 1, indichiamo con x la lunghezza dell’arco AP. Tenendo conto che
PH = senx e TA=1tgx, si hache

senx < x <tgx per lateoriadellarettificazione della circonferenza.

_ . . . , X 1
Poiché senx > 0 possiamo dividere per senx entrambi i membri ottenendo 1< —— <
Senx  Cos X

Consideriamo i reciproci

Senx
cosx<——<1

Poiché la funzione cosx & continua, il |jcosx =1, alora per il teorema del confronto (visto in

x—>0*

precedenza) ancheil || mﬂ =1.
X

x—0"

ii) Calcoliamo ||m—X

x—>0"

Ponendo x = —u e osservando che lafunzione senx & dispari, otteniamo che

sen(-u) senu

Senx — Senu
im—=lim——=lim——=lim——=1

x—0" X u—0* —-u u—o0" —-u u—o0* u

Abbiamo cosi dimostrato il limite.
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Con il supporto dell’insegnante, gli studenti sono ora chiamati (possibilmente ala lavagna) a
calcolarei limiti che seguono

tgx

1 lim==1
x=>0 X

2. |iml_cﬂ:o
x—0 X

3. limi -9 _1
x—0 X 2

Passiamo ora a calcolare un secondo limite notevole:
. 1Y
lim (1+ =
x—0 X

Non dimostriamo questo limite ma ci limitiamo a ricordare che & una forma indeterminata del tipo
17 e che la lettera €, che prende il nome di numero di Nepero, dal matematico scozzese John
Napier, € un numero irrazionale, trascendente e il suo valore approssimato per difetto e
2,71828182845. La prova della trascendenza di questo numero e dovuta a Hermite (1873), mentre
gia Eulero (1737) aveva dimostrato che era irrazionale, ecco il motivo per cui questo numero si
indica con la lettera €. E interessante osservare che, assieme a w, questo & uno dei pochi numeri
trascendenti usati nella pratica comune e che hanno un simbolo speciale. Come curiosita segnaliamo

che mentre & noto che € & un numero trascendente, non si sa ancora se n° siarazionale o irrazionae.

1 ]”
1+ =
Per rendere piu chiaro il significato si pud esaminare il grafico della funzione { *} chetende,

per x — oo, alarettadi equazione y =e. Si potrebbe anche suggerire di costruire la solita tabella

con derive, attribuendo valori molto grandi a x.




Analogamente a quanto fatto per il primo limite notevole, possono essere calcolati altri limiti

utilizzando I’atro limite notevol e appena visto, ad esempio:

1 limnd+x)
x—>0 X

=1

e -1
2. lim
x—>0 X

=1

Forniamo ora alcuni esempi di calcolo di limiti che si presentano in formaindeter minata.
1) FORMA INDETERMINATA 0-

f [tgx(l—senx)]:|' cos? X - senx Y cosx-senx _ 0 _
im Irﬂncosx(1+senx) M~ Cenx 2

T
X—>= X—>= X—>=
2 2 2

2) FORMA INDETERMINATA + 00—

lim (4X — /16X —9) = +o0 — 0

X—>+0

Razionalizzo
(4x—\/16x —9)(4x+/16X* - ) _i_o
A0 (4x+/16x2 -9) T 4o
3) FORMA INDETERMINATA ©
o0
5., COSX
I 2x+cosx_|. x _2
XILn5x+senx XILTIS senx 5
+7
X
In generale
_ e
X senx x _@
“ﬁ.] bX+ Senx ILFD py X Db
X
4) FORMA INDETERMINATA g
lim x> —2x-3 i (x-3)(x+1) i x+1 4
IM5e “oxro My T3g)ax—3) 1M 373
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ASINTOTI OBLIQUI
Abbiamo gia parlato di asintoti verticali e orizzontale maesistono gli ASINTOTI OBLIQUI?

Data sempre una funzione f(x) definita su un intervallo illimitato (—oo,+c0), laretta y = mx+q

(m=0) @un ASINTOTO OBLIQUO per il grafico dellafunzione se

. . y
D limf(¥) =
i) m=[jm

X—»00

ricordiamo che deve risultare m diverso da

0 edainfinito

iii) q=|imlf(x)-mx]

X—00

> Esempio
Determiniamo, se esiste, I’asintoto obliquo della funzione
_4x*-7x-8
3-X

cominciamo con calcolare m e g mediante le formule viste sopra:
f(x)

7 8
Xl 4-———=
. 4P -TX-8 . ( X ij
m=lim——~<=1lim 5 =lim =
X—00 X X—>00 3X_ X X—>00 X2 [3 _ J

4x> - 7x-8

2 _ _ 2 _
q:”m[f(x)_w]:”m{ —(—4)x}:lim4x TX-8+12x—4x" | 5x-8

X—>00 3_X X—>00 3_X

| calcoli svolti sono validi sia per x— +w che per x— —oo, quindi, in entrambi i casi, il grafico

dellafunzione ha un asintoto obliquo di equazione: y=-4x-5 .
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2 . .

y=—dx-5

10. Funzioni continue
Da un punto di vista intuitivo, una funzione & continua quando € possibile tracciare il suo

grafico senza staccare la penna dal foglio.

Consideriamo lafunzione:

1 x>0
-1 x<0

Osserviamo che il grafico non pud essere tracciato con continuita, nel senso che, € necessario

staccare lamatita dal foglio per disegnare lafunzione.
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Avendo dato la definizione di limite, possiamo rendere piu rigoroso il concetto intuitivo di funzione
continua.

Abbiamo visto che nella definizione di limite per x— X,, Ci interessa soltanto conoscere il

comportamento della funzione in un intorno di X, e non siamo affatto interessati a quello che

accade in tale punto: f(x,) pud anche non esistere o assumere un valore diverso da quello del

limite.

I concetto di continuita di cui ci occupiamo ora, vuole invece cercare di metterein relazioneil

limite a cui tende la funzione per x — X,_con il valore della funzione nel punto.

Facciamo un esempio:

2
disegniamo i grafici delle funzioni ) f (x) = x2+1, b) g(x) = {; *losex ii
SsexX=

Calcoliamo ora il limite per x — 1 di entrambe le funzioni, poi calcoliamo il valore assunto dalle
due funzioni quando x = 1.
limf(x)=2=f(1), limg(x)=2=g(1)

X—1 x—>1

Cosa osserviamo?
Esse hanno lo stesso limite per x —1; nel caso a) tae limite coincide con il valore f(1) della

funzione nel punto x = 1 mentre nel caso b) questo non accade.

Diamo allora la seguente
Definizione:

Sia f(x) unafunzione definitain unintervallo [a,b] e x, un punto interno all’intervallo.

Lafunzione f(x) si dice continua nel punto x, seesistefinitoil lim f(x) etalevaore e uguae

X=>Xg

aquello chelafunzione assumein X, .

Insimboli: ~ f(x) &continuain un punto X, se lim f(x)= f(x,) (1)

X—>Xg

Sein un punto x, (del dominio di una funzione) non vale questa relazione, si dice che x, € un

punto di discontinuita o punto singolare.
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Per stabilire, quindi, se una funzione é continua in un punto X,, dobbiamo accertarci che siano

verificate tre condizioni:

> deveesistere f(x,) cioélafunzione deve essere definitain x,;

> deveesisterefinitoil lim f(x);

X—>Xg

> i duevaori devono coincidere.

Quindi tornando all’esempio, il caso a) € una funzione continua in x=1, mentre nel caso b) la

funzione é discontinuain x=1.

> Esempio
Se vogliamo valutare la continuita della funzione di equazione y=%x3—x, di dominio D=0, in

X = 3, dobbiamo:

1. cacolareil valore dellafunzione nel punto 3 f(3)=271;

. . (1, 21
2. cacolareil valoredel limiteper x — 3 Im; Ex - X =
3. confrontarei valori ottenuti 2?1:271

Poiché guesti coincidono, possiamo concludere che lafunzione é continuain x = 3.

Continuitaadestrao asinistra

Puo capitare che, pur potendo calcolare f (xo) , hon siapossibile calcolareil valore del limite per

X — X, mas possavalutare tale [imite in un intorno solo sinistro o solo destro di X, .

Quindi se capitache

lim f(x)= f(x,) diciamo che lafunzione & CONTINUA A SINISTRA del punto X,

X—>Xg

lim f(x)= f(x,) diciamo chelafunzione & CONTINUA A DESTRA del punto x,

X—>Xg
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Funzione continuain un intervallo

La definizione che abbiamo dato di continuita € una definizione puntuale, cioe una definizione che
daladescrizione di cio che accade in un punto. Ma possiamo dare anche la seguente definizione:
Definizione:

Una funzione definita in [a,b] si dice continua nell’intervallo [a,b] se & continua in ogni punto

dell’intervalo.

Principali funzioni continue

Di seguito, vengono presentate le pit comuni funzioni continuein [ o nei suoi intervalli.

La funzione costante

Lafunzione f(x)=k &continuaintutto [J . Infatti, in ogni punto x, di 0 s ha limk =k

X—Xg
Lafunzione f(x)=x

Lafunzione f(x)=x & continuain tutto 0 cio& per un qualunque punto x, € s ha lim x= x,,

X=Xy

infatti V& > 0 risulta[x—x,| < & perogni xe Jx, — &%, +&[.

L e funzioni goniometriche

Sono continue in [J le funzioni senx ecosx; sono continue anche la funzione tgx in

0 —{%+ kr, kez} elafunzione ctgx in 0 —{kz, keZ}

Per esempio, limsenx=senz =0

X—>7r

Lafunzione esponenziale

Lafunzione esponenziale, definitainl] : y=a*, con a>0 econtinuain(] .

Lafunzionelogaritmica

Lafunzione logaritmica, definitain [ *: y=1log, X, con a>0, a=1 écontinuainl] *.

Proprieta:
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La somma, la differenza, il prodotto e il quoziente di funzioni continue, € ancora una funziona
continua.

> Esempio
f(x)= x2+2x—1 & una funzione continua perché g(x) = x*,h(x) = 2x,k(X) :lsono funzioni
X X

continue e f(x) &€ formata dalla somma di esse.

11. Punti di discontinuita

Abbiamo gia detto che un punto x, di unintervallo | =[a,b] si dice punto di discontinuita
per una funzione f(x) se la funzione non & continua in x,; esistono tre tipi di punti di

discontinuita:

Punti di discontinuita di prima specie

Analizziamo |la seguente funzione:
2x+1 sex>0

f(x):2x+mz{
X

2Xx-1 sex<0

In generale, lafunzione 2x + 1 € continua, essendo somma di funzioni continue; il problema é dato
dal “punto di congiunzione”, cioé x = 0. Proviamo allora a calcolare il limite destro per il primo
tratto eil limite sinistro per il secondo:

lim2x+1=1

x—0"

lim2x-1=-1

x—0"

Limite destro e limite sinistro sono finiti madiversi!

DEFINIZIONE: un punto X, s dice punto di discontinuita di prima specie per lafunzione f(x)
seper X — X, esistono finiti i limiti destro e sinistro della funzione ma sono diversi traloro.
Ladifferenza |jm f (x)-|jm f (x) si chiamasalto dellafunzionein x, .
X—>x¢ X=X
Esercizio per casa (o alla lavagna)
Data la funzione f(x) =3x2+'|5—)|( individuare il punto di discontinuita, controllare se & di prima
X

specie e calcolare I’eventual e salto.
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Punti di discontinuita di seconda specie

Analizziamo il grafico dellafunzione tgx e calcoliamo il limite per x chetendea% dadestraeda
sinistra.

limfe)=+o limf)=—

V4 T
X—>— X—>—
2 2
y
n
0 Lk X
2

DEFINIZIONE: un punto X, s dice punto di discontinuita di seconda specie per la funzione
f(x) se per x— X, almeno uno dei due limiti, destro o sinistro, della funzione & infinito oppure

non esiste.

Ritornando all’esempio: la funzione tgx presenta nei punti (2k +1)% , ke Z delle discontinuita di

seconda specie; quindi hainfiniti punti singolari.

Esercizio per casa (0 alla lavagna) da fare in classe subito dopo la spiegazione, |o provano a fare

da soli mentre uno studente lo esegue dlalavagna:

- disegnare la funzione f (x)= =, calcolare i limiti destro e sinistro per x — 0 e dire se &
X

un punto di discontinuita e di che tipo.

- Vaerificare selafunzione f(x)= In‘xl ha punti di discontinuita ed eventualmente dire di

guale specie.
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Punti di discontinuita di ter za specie

Costruiamo il grafico dellafunzione f(x)=

Il campo di esistenza e [ —{1}. Se calcoliamo il limite per x—1 troviamo una forma

indeterminata del tipo g Scriviamo la funzione in un atro modo, cercando se possibile di

semplificare fattori a numeratore e al denominatore; si ha:

X% -1
x-1

=X+1

2

Ora possiamo calcolareil limite: lim>—— = lim(x+1) = 2

x>l X — 1 x—1
Osserviamo che;

lafunzione f(x)= x+1 &definitasu tuttol] ;

2

lafunzione f(x)=>——= coincide con lafunzione f(x)= x+1 sull’insieme [ -{1.

x-1

DEFINIZIONE: un punto x, si dice punto di discontinuita di terza specie per lafunzione f(x)

se

1) esisteed éfinitoil limite per x — X,, ossia lim f(x)=1;

X—>Xp

2) f(x) non édefinitain x,, oppure, selo & risulta f(x,)#|

Un punto di discontinuita di terza specie viene anche detto punto di discontinuita eliminabile nel

senso che se la funzione non é definitain x,, & possibile estendere il suo campo di esistenza atale
punto, ponendo f(x,)=1, rendendo in tal modo la funzione continua Ovviamente la funzione che
S ottiene non e quellaoriginariama differisce per x = X, .
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Ritornando all’esempio: per la funzione, il punto (];2) e un punto di discontinuita di terza specie

che si puo eliminare definendo lafunzione nel modo seguente:

X e x#1
f(X)Z x—-1
2 se x=1

12. Teoremi fondamentali sulle funzioni continue
Nei seguenti teoremi consideriamo funzioni continue definite in un intervallo chiuso e

limitato. Ricordiamo che unafunzione f(x) continuain un intervallo chiuso e limitato

| =[a,b] &limitata (superiormente e inferiormente).

Teoremadi Weierstrass
Se f(x) &unafunzione continuain un intervallo chiuso e limitato | = [a,b], allora assume in esso

un valore massimo M e un valore minimo m (assoluti).
Ricordiamo che il massimo e il minimo assoluti di una funzione definita in un intervallo | sono

rispettivamenteil pit grande eil piu piccolo dei valori assunti dallafunzionein | .

a) Funzione crescente nell’intervallo | =[a,b], massimo e minimo negli estremi.

(m=f(@eM=f(b))

v

a b
b) Funzione decrescente nell’intervallo | =[a,b], massmo e minimo negli estremi.
(M =f(a)em= f(b))
A
5 5?b "



¢) Funzione prima crescente e poi decrescente nell’intervallo | = [a, b], massimo all’interno
dell’intervallo e minimo in un estremo (M = f(x,) em= f (b))

A

v

X0 b

d) Funzione costituita da tratti crescenti e decrescenti nell’intervallo | =[a,b], massimo e minimo

interni all’intervallo.
(M = f(xy)em= f(x,))

v

Xm Xm

Se acune ipotesi del teorema non sono verificate, il risultato non & pit vero come mostrano i

seguenti controesempi:

4 y=f(x) a) La funzione & continua nell’intervallo aperto e limitato

]2.5]. Essa & priva di massimo e minimo in questo

intervallo.

v




b) La funzione non € continua nel punto x=2.

y=f(x)

Nell’intervallo [1;3] essa assume minimo, ma & priva di

massi mo.

c) La funzione & continua nell’intervallo illimitato

[1+00[ . Non valeil teoremadi Weierstrass e lafunzione

e privadi minimo assol uto.

»
>

» Esempio
Stabilire seil Teoremadi Weierstrass vale per lafunzioni riportate, nell’intervallo indicato a fianco;
in caso affermativo determinare massimo M e minimo m della funzione.

1
2"-1

Dobbiamo innanzitutto verificare le ipotesi del teorema, ossia controllare se la funzione e continua

1) f(x)= in[-3,5]

nell’intervallo chiuso e limitato [-3,5].
Calcoliamo il dominio della funzione: 2* =1 cioé x# 0; cosa significa questo? Significa che la
funzione presenta un punto di discontinuita in x = 0 ma 0e[-3,5], quindi la funzione non &

continua nell’intervallo presentato, di conseguenzail teorema non e applicabile.

Vediamol o graficamente, aiutandoci con derive:

¥
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2) f(X)=x*-4xin[0,3]
Dobbiamo innanzitutto verificare le ipotesi del teorema, ossia controllare se la funzione e continua
nell’intervallo chiuso e limitato [0,3].
Lafunzione e polinomiale, quindi continuain [J , in particolare continua nell’intervallo richiesto. |1
teorema di Weierstrass e applicabile: lafunzione amnmette M emin [0,3].
f(X) = x*—4x
f'(x)=2x-4
2X-4>0=>x>2
[ minimo dellafunzione si hain corrispondenzadi x = 2, dacui m=[2,-4]

Il massimo si hain corrispondenza dell’estremo inferiore dell’intervallo [0,3], quindi M = [0,0]

Esercizi per casa
Svolgere |0 stesso esercizio visto sopra con le funzioni:

. f(x) = /é in[1,2]

o f(X)=1+Inx in[0,3]
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Teoremadei valori inter medi
Se f(x) & unafunzione continuain un intervallo chiuso e limitato | =[a,b], allora assume tutti i

valori compresi trail minimo e il massimo assoluti.

OSSERVAZIONE:

Questo teorema, insieme a quello di Weierstrass permette di concludere che i valori che una

funzione continua assume in un intervallo chiuso e limitato | =[a,b]costituiscono I’intervallo
chiuso e limitato (1) =[m;M]; ossia per ogni numero k e f (1) esiste dmeno un punto c < [a;b]
taleche f(c)=Kk.

Il senso di questa osservazione puo essere chiarito dalla figura presentata sotto.

v

a C1 C G b

In questo caso, ogni rettay = k, conm< k < M , tagliaameno unavoltail grafico dellafunzione.

Teorema di esistenza degli zeri
Se f(x) &unafunzione continuain un intervallo chiuso e limitato | = [a,b] e negli estremi di tale
intervallo essa assume valori di segno opposto, allora la funzione s annulla in ameno un punto

interno all’intervallo ]a,b[ .

Cioé esiste almeno un punto c e ]a,b[ taleche f(c) =0.

> Esempio
Stabilire se valeil teoremadegli zeri per lafunzione

-5+ X%

f(x) =
() 4% -1

in[-3;7]
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Cominciamo con il calcolare il dominio della funzione: [J —{—%,%}; notiamo che i punti fuori

dominio appartengono al’intervalo [-3;7], per cui la funzione non é continua nell’intervallo
richiesto e non € possibile applicare il teorema.

OSSERVAZIONE

Sarebbe utile ricordare che gli “zeri di una funzione” sono le soluzioni della stessa; si fara poi
notare, a chi non |’avesse gia scoperto, che il teorema ci permette di sapere se una equazione
ammette soluzioni oppure no in un certo intervallo.

> Esempio

L’equazione -1+ x+sinx=0 e difficilmente risolvibile “a mano”, ossia non s riesce a trovare il
valore da attribuire ala variabile x affinché I’equazione sia soddisfatta. Spesso, piu che il valore
preciso della x, interessa sapere solo se la funzione ha almeno una soluzione in un determinato

intervallo. Dunque, con la nostra equazione, andiamo a cercare se essa ammette soluzioni
nell’intervallo {0,%}

La funzione f(X)=-1+Xx+sinx & continua nell’intervallo richiesto perché € somma di funzioni

continue, inoltre f(0)=-1<0, f(%) :%>O. Le ipotesi del teorema degli zeri sono soddisfatte,

quindi I’equazione anmette almeno una soluzione nell’intervallo desiderato.

Esercizi per casa (o allalavagna)
Stabilire sele equazioni presentate ammettono soluzioni negli intervalli indicati afianco
1. x-4-2In(x+1)=0 in[0,5]

2 X+—2 =0in[-38]
X+1

Verifiche sommative

Presentiamo ora due esempi di verifiche sommative. Si prevede di svolgerne una dopo aver
introdotto i teoremi per il calcolo dei limiti che servira per verificare I’apprendimento del concetto
di limite e la corretta applicazione dei tre teoremi studiati. Una seconda verifica vertera sul calcolo
di limiti piu complicati (forme indeterminate), sulle funzioni continue (con relativi teoremi) e sullo

studio della discontinuita.
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1° Verifica sommativa

1) Spiegar e a parole cosa significano le scritture I|m(x -6x)=-9e Ilmlﬁ——oo.

2) Spiegare quandovale lim f(x)=1"

X—)XO

3) Applicando la definizione di limite, provare cherisulta:

Ilm(x —1)=24 lim =0 lime* =1
X—>-5 x—>oox +1 x—0

. 1 . o
IIm—2:+oo limyVx=0 [im 3" = +o0
x—>-1 (X — 1) x—0" X—>+00

4) Verificareil teorema della permanenza del segno per il seguente limite:

. . . : x-1 . .
5) Verificare che la funzione di equazione y:—1 ha come asintoto orizzontale la retta
X+

y=1.

6) Determina gli eventuali asintoti delle seguenti funzioni:

3x*-x+1 1
=, = 2 .e*
y 1 y (x+ ) e

7) Utilizzando i teoremi studiati calcola i seguenti limiti

. . S
lim(3x+5 lim(4x? + x—2 lim— lim-x*-(2x-=1) lim

xaz( ) x—1 ( ) x—3 /X+1 x—0 ( ) x->1 22X +1

2° Verifica sommativa

1) Calcolarei seguenti limiti:

X 1
lim — [im
x>0 X —1 e X+1-4/X
. 3x®?-5x+1 . 3x
lim ——————~ lim
X—>+00 (2x_|_1) x>0 senNx +1

2) Calcola gli eventuali asintoti obliqui delle funzioni:
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4_
y=vIx* +4x-1, y= 2x > 3

X

3) Dai la definizione di funzione continua in un punto e poi trova in quali punti la funzione

X R :
y= non e continua?

X+1
4) Quale delle seguenti funzioni e continua su tutto I’intervallo [ ?
A y=1x
B y:1
X
C y=tgx
Dy=¢
E y=logx

_ X2 +3x

5) Chetipo di discontinuita presentano le funzioni f(x)= S © g(x)= x+3"?
X+

6) Nella figura seguente e rappresentato il grafico di una funzione. Che tipo di discontinuita
presenta?

7) Stabilisci se per le seguenti funzioni vale il teorema di Weierstrass, nell’intervallo a fianco
indicato:

in[-12], y=—>"in[27, y=In-2%in [03]

2" -1 x? -1 X+3

¥

AR
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difficolta, si trovano molti spunti per il laboratorio di matematica e per parlare di “matematica per il cittadino”.
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obiettivi proposti.
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Apprezzabile I’eserciziario in quanto € abbastanza completo e presenta esercizi interessanti e di ogni grado di

difficolta; lateoria sembrainvece un po’ troppo schematica.
v" Multi Format, W. Maraschini, M. Palma, Paravia, Torino, 2002.

Alguanto ambizioso, i contenuti sono sviluppati in modo sommario, sembra lasciare molto (troppo) spazio al
docente; pud dare un’idea su come organizzare il modulo didattico.

v Linee essenziali di matematica, G. Zwirner, L. Scaglianti, Cedam, Padova, 1997.

Testo un po’ scarno dal punto di vista dei contenuti, lascia molto spazio al’insegnante; € utile per la scelta
degli esercizi.
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