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UNITA’ DIDATTICA:  MASSIMI E MINIMI DI UNA FUNZIONE
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PREREQUISITI: 

· Basi del calcolo differenziale  

· Concetto geometrico di derivata 

· Concetto analitico di derivata

· Rapporti incrementali

· Limiti 

· Piano e coordinate cartesiane

OBIETTIVI GENERALI:
· Acquisizione della capacità di calcolo differenziale 

· Conoscenza dei teoremi base del calcolo differenziale in particolare i teoremi di Rolle, Cauchy, Lagrange.

· Conoscenza dell’importanza del calcolo differenziale

· Conoscenza delle risoluzioni delle forme indeterminate tramite il teorema di De L’Hôpital.

· Conoscenza dei metodi logici che portano allo studio e alla risoluzione delle funzioni per via grafica.

OBIETTIVI TRASVERSALI
· Sviluppare attitudine alla comunicazione e ai rapporti interpersonali favorendo lo scambio di opinioni tra docente e allievo e tra allievi

· Perseguire e ampliare il processo di preparazione scientifica e culturale degli studenti 

· Contribuire a sviluppare lo spirito critico e l’attitudine del a riesaminare criticamente ed a sistemare logicamente le conoscenze acquisite  

· Contribuire a sviluppare capacità logiche ed argomentative
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· Conoscenza dei teoremi di Rolle, Caushy, Lagrange De L’Hôpital.

· Conoscenza del calcolo differenziale 

· Conoscenza dello studio del grafico di una funzione

· Conoscenza dei concetti relativi allo studio delle derivate prime e seconde, massimi e minimi assoluti e relativi. 
· Conoscenza dei punti singolari di una funzione: cuspidi, punti angolosi, flessi.
Abilità

· Risolvere problemi grazie ai teoremi di Rolle, Caushy, Lagrange De L’Hôpital.

· Risolvere problemi tramite il calcolo differenziale 

· Disegnare il grafico di una funzione

· Saper calcolare le derivate prime e seconde, massimi e minimi assoluti e relativi. 

· Saper riconoscere e trovare i punti singolari di una funzione: cuspidi, punti angolosi, flessi.

CONTENUTI
· Introduzione e definizioni

· La ricerca dei punti stremanti di una funzione: criteri necessari e sufficienti

· Ricerca dei massimi e minimi assoluti

· Teorema di Rolle

· Teorema di Lagrange
· Conseguenze del teorema di Lagrange
· Teorema di Cauchy

· Teoremi di De L’Hòpital

· Primo teorema di De L’Hòpital

· Secondo teorema di De L’Hòpital

· Forme indeterminate

SVILUPPO DEI CONTENUTI

Introduzione e Definizioni

Una funzione matematica rappresenta il modello di una particolare situazione secondo una legge definita: l’andamento della produzione in funzione di una particolare materia prima, l’equazione del moto di un corpo, l’intensità di una corrente elettrica in un circuito al variare della resistenza… 

Nella pratica comune può essere importante conoscere quei valori particolari della variabile per cui la funzione raggiunge un cosiddetto valore di massimo o di minimo: si pensi per esempio, al valore di consumo di materie prime che massimizza la produzione o quello che minimizza i costi in un certo reparto di manutenzione di un opificio.

La risoluzione di siffatti problemi presuppone una conoscenza di una serie di discipline; tuttavia ci si può occupare della determinazione di valori massimi o minimi nei problemi il cui modello algebrico è una funzione che si può scrivere nella forma 
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, rappresentabile in un piano cartesiano.

Come si possono determinare i valori di massimo e di minimo che assume una funzione 
[image: image2.wmf])

(

x

f

y

=

 in un intervallo chiuso 
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Supponiamo di conoscere il grafico di una funzione (Fig. 1): indubbiamente i punti come quelli evidenziati hanno delle caratteristiche particolari, che li distinguono dagli altri: i punti di ascissa 
[image: image4.wmf]1

x

 e 
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 rappresentano dei minimi a livello locale, cioè sono dei punti in cui la funzione f assume valori minori che nei punti vicini, mentre il punto di ascissa 
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 è un punto di massimo a livello locale, cioè un punto in cui la funzione f assume valori maggiore che nei punti vicini. In questi tre punti abbiamo cioè dei massimi o dei minimi solo se consideriamo un intorno di 
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Fig.  1
Inoltre, avendo considerato un intervallo chiuso 
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 in cui la funzione è definita e continua, il teorema di Weierstrass
 ci assicura che esiste, in tale intervallo, un punto di massimo assoluto e un punto di minimo assoluto: nel nostro caso tali punti sono rispettivamente 
[image: image12.wmf]a

 (estremo sinistro dell’intervallo) e 
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Cerchiamo di dare un significato preciso a quanto detto Sia 
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· Si dice che 
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; in tal caso si dice che 
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· Si dice che 
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; in tal caso si dice che 
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 è un massimo relativo
I punti di massimo e minimo relativi si dicono anche punti estremanti relativi della funzione f; i valori assunti dalla funzione in quei punti si dicono estremi relativi di f.

La definizione ci permette, nei casi più semplici, di verificare se un punto è di massimo o di minimo per una determinata funzione. Per esempio, per verificare che l’origine è un punto di massimo per la funzione di equazione 
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, occorre dimostrare che esiste un intorno del punto 0, per tutti gli 
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 del quale vale la relazione 
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; in altre parole dobbiamo verificare che, essendo 
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, che è un intorno del punto 0.

Possiamo quindi concludere che l’origine è un punto di massimo relativo per 
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Generalmente, però, il problema non è quello di verificare se un punto è di massimo oppure di minimo per 
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, quanto piuttosto quello di determinare quali sono i punti estremanti di una funzione (ovvero i punti di massimo e minimo relativi).

Osservazioni

· Non bisogna confondere i massimi e i minimi relativi con i massimi e i minimi assoluti: un massimo assoluto è il più grande valore assunto dalla funzione in tutto l’intervallo considerato, un massimo relativo è il più grande valore assunto dalla funzione in un opportuno intorno del punto di massimo considerato. Ne consegue che un massimo assoluto è anche un massimo relativo, ma non è vero in generale il viceversa, cioè non è detto che un massimo relativo sia anche assoluto. Analogamente per il minimo.

· Il massimo ed il minimo assoluti, se esistono, sono evidentemente unici. Una funzione può invece avere più massimi e più minimi relativi (Fig. 2):; in questo caso, e solo in questo, un massimo relativo può anche essere minore di un minimo relativo.
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Fig.  2
· Nelle definizioni date non si fanno ipotesi sulla continuità e sulla derivabilità della funzione f. Questo significa che f può avere un massimo o un minimo relativo in un punto in cui non è continua oppure non è derivabile. Ad esempio: 

· la funzione    
[image: image39.wmf]î

í

ì

+

+

-

=

3

1

2

2

x

x

x

y

     
[image: image40.wmf]1

1

>

£

x

x



(Fig. 3.a)
non è continua in 
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, ma ha in tale punto un minimo.

· la funzione di equazione 
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(Fig. 3.b)
ha un minimo in 
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, dove però non è derivabile. 
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Fig.  3
· Se una funzione è strettamente crescente in un punto 
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, allora 
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non può essere né un massimo né un minimo. Infatti, se f è strettamente crescente in tale punto, significa che, scelto un intorno di 
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in questo intorno, accade che 
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 (Fig. 4.a); questo significa che non è né un massimo né un minimo. Analogamente, se una funzione è strettamente decrescente in 
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 (Fig. 4.b) ed anche in questo caso 
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 non è né un massimo né un minimo. 
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Fig.  4
La ricerca dei punti estremanti: criteri necessari

Supponiamo di sapere che un punto 
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 è di massimo o di minimo relativo e verifichiamo quali sono le caratteristiche particolari di questi punti. 

La prima proprietà è enunciata dal seguente:

· Teorema: Sia 
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 ha un massimo o un minimo relativo in un punto 
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 ed è derivabile in tale punto, allora 
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Dimostrazione: Se la funzione 
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 è derivabile in 
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 del rapporto incrementale relativo a tale punto ed il valore di tale limite è 
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; allora, per il teorema della permanenza del segno, deve esistere un intorno completo di 
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 nel quale il rapporto incrementale assume sempre lo stesso segno del suo limite, cioè in tale intorno 
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Ma questo contraddice l’ipotesi che 
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 sia un punto di massimo o di minimo.

Un ragionamento analogo vale se si suppone che sia 
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OSSERVAZIONI:
· Dal punto di vista geometrico, il teorema ci dice che, se la funzione è derivabile, i punti di massimo e minimi relativi sono punti stazionari, hanno cioè la tangente parallela all’asse x. Ad esempio, sappiamo che una parabola ha il suo valore minimo(o massimo a seconda del tipo) nel vertice ed in tale punto la retta tangente è parallela all’asse x.

· Una delle ipotesi del teorema è che il punto 
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sia interno all’intervallo in cui si considera la funzione. Non è detto infatti che esso valga anche per i punti estremi dell’intervallo. Consideriamo ad esempio la funzione 
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 (Fig. 5); il valore minimo si trova in corrispondenza sia del punto 0 che del punto 
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 (punti estremi dell’intervallo) ed il valore massimo in corrispondenza del punto 
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Fig.  5
· Il teorema esprime una condizione necessaria affinché un punto 
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interno all’intervallo considerato sia di massimo o di minimo relativo per una funzione 
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, ma tale punto non è né di massimo né di minimo per la funzione. Infatti essendo la derivata sempre positiva in un intorno dello zero la funzione è strettamente crescente in tale punto e quindi non può avere un massimo o un minimo.
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Fig.  6
· Il teorema parte dal presupposto che la funzione sia derivabile in 
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. Questo significa che nulla possiamo dire se la funzione non è derivabile, nel senso che possono esistere delle funzioni che hanno dei punti estremanti nei punti in cui non sono derivabili. Ad esempio la funzione 
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 (Fig. 7), ha un minimo nel punto 
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Fig.  7
La ricerca dei punti estremanti: criteri sufficienti

Il teorema enunciato precedentemente ci dà indicazioni su cosa accade quando sappiamo di avere un punto di massimo o minimo relativi, ma come facciamo a trovare i punti estremanti di una funzione se conosciamo la sua equazione? Ci sono due metodi:

· il primo è basato sullo studio del segno della derivata prima

· il secondo sulla valutazione delle derivate successive.

Metodo dello studio del segno della derivata prima

Teorema: Sia 
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Dimostrazione:
Dimostriamo la prima parte. Le ipotesi del teorema ci dicono che la funzione è crescente in un intorno sinistro di 
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  (Fig. 8.a). Allora in base alla definizione data, 
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è un punto di massimo. In modo del tutto analogo si dimostra che se la funzione è decrescente a sinistra e crescente a destra del punto 
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Infine, se la derivata ha segno costante in 
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 non può quindi essere di massimo o di minimo (Figg. 8.c e 8.d).
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Fig.  8
Osserviamo subito che, se sono verificate le ipotesi del teorema e se la funzione è derivabile in 
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 allora per il teorema enunciato, affinché 
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 è un punto di massimo relativo
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 è un punto di minimo relativo

Una seconda osservazione che possiamo fare è che il teorema esprime una condizione sufficiente per l’individuazione dei punti estremanti di una funzione, ma non una condizione necessaria. Una funzione può avere ad esempio in 
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 un punto di minimo, ma non essere decrescente in un intorno sinistro di 
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 e crescente in un intorno destro.
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Fig.  9
Ad esempio, la funzione 
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, il cui grafico è in Fig. 9, è una funzione sempre non negativa e pertanto ammette come punti di minimo tutti i punti in cui vale zero, cioè l’origine e i punti 
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; questi ultimi punti sono in numero infinito, e al crescere di k si addensano intorno all’origine. Questo significa che pur essendo lo zero un punto di minimo, non esiste un suo intorno sinistro in cui la funzione decresce ed un intorno destro in cui cresce, proprio per la presenza di questi infiniti minimi. 

La ricerca dei massimi e dei minimi assoluti

I due metodi visti ci consentono di individuare i massimi e i minimi relativi di una funzione nei punti interni di un certo intervallo, ma non è detto che essi siano i massimi o i minimi assoluti.

Nella Fig. 10 si sono voluti rappresentare alcuni dei casi che si possono presentare.
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Fig.  10

Nella ricerca dei massimi e dei minimi assoluti di una funzione continua, si deve tener conto anche dei valori assunti dalla funzione stessa negli estremi dell’intervallo di definizione: il più grande fra i massimi relativi ed i valori assunti dalla funzione negli estremi sarà il massimo assoluto, il più piccolo fra i minimi relativi ed i valori assunti dalla funzione negli estremi sarà il minimo assoluto.

Si dimostra che 

Se una funzione 
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(limitato) ed è in esso derivabile, e se la sua derivata prima si annulla in un solo punto 
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, allora se 
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 è un punto di massimo o di minimo relativo, 
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 è il massimo o il minimo assoluto della funzione in 
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 (Fig. 11).
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Fig.  11

Se invece la funzione è definita in un intervallo non chiuso oppure illimitato, o se non è continua, non è detto che essa abbia massimo o minimo assoluto e la ricerca dell’esistenza di tali punti andrà fatta con considerazioni che dipendono dalla funzione stessa.

Teorema di Rolle

Il teorema prende il nome dal matematico francese Michel Rolle (1652-1719), anche se nella forma in cui noi lo enunciamo oggi è diversa da quella originale, che era subordinata alla risoluzione di particolari equazioni.

Teorema:
Sia f una funzione definita in un intervallo chiuso [a,b] che abbia le seguenti caratteristiche:

1. sia continua in [a,b]

2. sia derivabile in ogni punto interno di tale intervallo

3. assuma valori uguali agli estremi di questo intervallo, cioè sia f(a)=f(b) 

allora esiste un punto c interno all’intervallo nel quale la derivata prima si annulla.
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Fig.  12
Dimostrazione:
Il teorema di Weierstrass, ci assicura che la funzione assume in [a,b] il suo valore massimo M ed il suo valore minimo m. allora esistono due punti c e d appartenenti ad [a,b] tali che M=f(c) e m=f(d); inoltre ogni altro valore assunto dalla funzione al variare di x in tale intervallo è compreso fra questi due .

Premesso questo distinguiamo il caso in cui m=M da quello in cui è m<M.

Se m=M la funzione è costante in tutto l’intervallo , ed ha derivata nulla in tutti i suoi punti ; quindi anche in un punto c particolare. Il teorema è, in questo caso, dimostrato.

Il caso se m<M, poiché per ipotesi la funzione assume valore uguale agli estremi, essa deve assumere o il valore minimo o  il valore massimo in un punto interno all’intervallo. Supponiamo che sia il punto c, cioè quello in cui assume il valore massimo, ad essere interno. Allora poiché in un punto di massimo la funzione assume il suo  valore più grande, deve essere vero che f(c+h)(f(c) devono allora valere anche le seguenti disuguaglianze
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L’espressione di tali disuguaglianze è il rapporto incrementale della funzione relativo al punto x=c, rispettivamente dalla destra e dalla sinistra. Poiché per ipotesi la funzione è derivabile in (a,b) esistono finiti ed uguali i limiti dei rapporti incrementali per h(0 ed è 
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Le prime relazioni ci dicono che la derivata nel punto c è contemporaneamente positiva o nulla e negativa o nulla; quindi questo significa che essa deve valere zero, cioè f’(c)=0.

Se invece è il punto d, in cui la funzione assume valore minimo, ad essere interno all’intervallo [a,b], si procede ad un analoga ragionamento e si arriva alle stesse conclusioni.

Osservazioni:
L’annullarsi della derivata prima di una funzione  in un punto implica che in esso la tangente sia parallela all’asse delle x.. allora, dal punto di vista geometrico, possiamo interpretare il teorema di Rolle dicendo che una funziona che soddisfa alle tre condizioni richieste dal teorema, ammette almeno un punto in cui la tangente è parallela all’asse delle x; diremo che tali punti sono punti di valori stazionario.

Può accadere che la funzione abbia in qualche punto interno ad [a,b] una derivata infinita; il teorema può essere esteso anche in questo caso, vale a dire che se la funzione è continua, l’esistenza del punto c è comunque certa.

Le ipotesi messe in evidenza dal teorema sono tre; il cadere di anche una di esse non garantisce più l’esistenza del punto c. Questo non significa che non esiste alcun punto di valore stazionario, la sua esistenza non è più certa.

Teorema di Lagrange:

Joseph Louis Lagrange (1736-1813) nacque circa un secolo dopo Rolle, a Torino , da una famiglia ricca  che vantava antenati francesi. Studiò nella sua città natale e divenne professore di matematica all’accademia militare di Torino. Egli può essere certamente considerato uno dei matematici più influenti ed importanti del suo secolo ed il suo lavoro diede grandi contributi al progresso dell’analisi matematica.

Il suo teorema più importante e conosciuto può essere considerato una generalizzazione del teorema di Rolle.

Teorema:

Sia f(x) una funzione definita in un intervallo chiuso [a,b] che abbia le seguenti caratteristiche:

1. che sia continua nell’intervallo [a,b] 
2. sia derivabile in ogni punto interno a tale intervallo

allora esiste almeno un punto c  interno a [a,b] tale che 
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Fig.  13
Dimostrazione:

Consideriamo la funzione ausiliaria 
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Anche se questo non è indispensabile alla dimostrazione , cerchiamo di capire che cosa rappresenta la funzione ((x): indicati con A(a,f(a)) e B(b,f(b)) i punti della curva in corrispondenza degli estremi dell’intervallo [a,b], il rapporto incrementale 
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È il coefficiente angolare della retta AB.
Il termine 
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 rappresenta allora la quantità AP tanα ovvero la misura del segmento PQ, se a tale segmento aggiungiamo f(a), allora otteniamo l’ordinata del punto Q sulla corda AB. In definitiva, la parte racchiusa nelle parentesi quadre dell’espressione vista prima è proprio l’ordinata del punto Q.

In ogni punto 
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 indica allora la differenza tra l’ordinata di un punto della funzione f(x) e l’ordinata del corrispondente punto sulla corda (cioè la parte racchiusa nelle parentesi quadre).

Adesso dimostriamo il teorema di Lagrange in modo rigoroso.

Osserviamo dapprima che la funzione ((x) soddisfa le ipotesi del teorema di Rolle. 

Infatti essendo la differenza di due funzioni continue nell’intervallo [a,b] e derivabili in (a,b), anch’essa è continua nello stesso intervallo e ivi derivabile, inoltre assume valori uguali agli estremi dell’intervallo.
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Esiste allora in (a,b) almeno un punto c in cui è (’(c)=0.

Calcoliamo adesso la derivata della funzione (: 


[image: image168.wmf]a

b

a

f

b

f

x

f

x

-

-

-

=

)

(

)

(

)

(

'

)

(

'

j


Allora 
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Quest’ultima relazionaci dice  che 
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Facciamo adesso alcune osservazioni importanti sui questo teorema.

L’espressione    
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 EMBED Equation.3  [image: image174.wmf]   rappresenta il rapporto incrementale della funzione nel passaggio dal punto a al punto b; allora ci dice che tale rapporto incrementale è uguale alla derivata della funzione in un punto c intermedio.

Conseguenza immediata della precedente osservazione è che il teorema afferma l’esistenza di almeno un punto c, interno ad [a,b], in cui la retta tangente è parallela alla corda AB .Questo significa che come il teorema di rolle, può esistere un solo punto c, due o più punti c e anche infiniti punti c.

Se poniamo x0 al posto di a e x0+h al posto di b, il punto c, dovendo trovarsi all’interno dell’intervallo [x0, x0+h] avrà espressione x0+(h  dove ( è un numero reale compreso fra 0 e 1. la relazione del teorema di Lagrange può essere allora scritta nella forma (in questo caso b-a=h)
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Cioè
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Quest’ultima relazione ci consente di dare un diverso enunciato del teorema di Lagrange: fatte salve tutte le ipotesi sulla funzione f, consideriamo un punto x0 , il valore di f in un punto variato x0+h è uguale alla somma del valore f(x0) nel punto iniziale x0 con il prodotto dell’incremento h per la derivata di f in un punto medio. Per questo motivo il teorema viene anche detto dell’incremento finito.

Conseguenze del teorema di Lagrange
Ad una prima sommaria osservazione del grafico in Fig13 possiamo dire che la funzione che esso rappresenta ha degli intervalli in cui cresce e degli intervalli in cui decresce; ma se vogliamo essere più precisi e sapere con esattezza fino a quando cresce, quando comincia a decrescere e fino a quale punto dobbiamo cercare dei metodi di analisi più attenti. Dal teorema di Lagrange possiamo dedurre la seguente proprietà che ci consente di stabilire quando una funzione decrescere o cresce.

Teorema:
Sia f(x) una funzione continua in un intervallo (a,b) e derivabile al suo interno; se f’(x) è maggiore di zero in ogni punto di (a,b) allora la funzione è strettamente crescente in [a,b]; se f’(x) < 0 in ogni punto dell’intervallo (a,b), allora la funzione è strettamente decrescente in [a,b].

Questo teorema ci da delle condizioni sufficienti per stabilire quando una funzione cresce o decresce, ma non delle condizioni necessarie. Vale a dire che il fatto che una funzione sia crescente o decrescente in un intervallo [a,b], non implica necessariamente che la derivata si mantenga sempre positiva o negativa.

Possiamo però dire che:

se una funzione f(x) è continua in un intervallo [a,b] ed è derivabile al suo interno allora:

se f(x) è crescente la sua derivata è positiva o nulla  

se f(x) è decrescente la sua derivata è negativa o nulla

in definitiva data una funzione y = f(x), per stabilire quando essa cresce o decresce, dobbiamo calcolare la sua derivata prima e studiarne il segno: dove la derivata è positiva la funzione sarà crescente, dove è negativa sarà decrescente.

Altre conseguenze al teorema di Lagrange sono evidenziate dai seguenti teoremi.

Teorema:
Se una funzione f(x) è continua in un intervallo [a,b] e derivabile al suo interno ed ha derivata nulla in tutti i suoi punti di (a,b), essa è costante in quell’intervallo.

Questo teorema è l’inverso di quello che afferma che la derivata di una costante vale zero. Possiamo quindi affermare che:

condizione necessaria e sufficiente che una funzione sia costante in un intervallo è che in esso la sua derivata sia nulla.

Teorema:
Se due funzioni f(x) e g(x), continue in un intervallo [a,b] e derivabile al suo interno, hanno in tale intervallo derivate uguali, allora differiscono per una costante; cioè

f(x)=g(x)+k con k(R

anche questo teorema è invertibile; possiamo quindi dire che:

condizioni necessaria e sufficiente affinché  

Teorema di Cauchy

una ulteriore generalizzazione del teorema del valor medio è il seguente teorema di Cauchy.

Teorema:
Consideriamo due funzioni f(x) e g(x) entrambe definite in un intervallo [a,b] che soddisfano le seguenti ipotesi:

1. siano continue in [a,b]

2. siano derivabili in (a,b)

3. g’(x) non si annulli mai in (a,b)

allora esiste almeno un punto c, interno all’intervallo considerato, per il quale vale la relazione 
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Dimostrazione: 

Cominciamo con l’osservare che sicuramente è g(b)≠g(a), altrimenti per il teorema di rolle, esisterebbe un punto interno ad [a,b] in cui g’(x)=0 contro l’ipotesi 3. con un ragionamento analogo a quello seguito per il teorema di Lagrange, consideriamo la funzione ausiliaria:
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Tale funzione è continua in [a,b] e derivabile in (a,b) perché somma di funzioni continue e derivabili in questo intervallo.

Inoltre si ha che:
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Essendo quindi F(a)=F(b), per il teorema di Rolle, esiste un punto c interno ad (a,b) per cui F’(c)=0.

Se calcoliamo la derivata della funzione F otteniamo:
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E quindi
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Sarà allora 
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 sistemando i termini di quest’ultima e tenendo presente che g(b)≠g(a) e che g’(x) non si annulla mai, otteniamo la tesi.

Osservazioni sul teorema:
Ponendo g(x)=x, si ha che la derivata prima di questa è 1 e g(b)-g(a)=b-a; la relazione del teorema di Cauchy diventa allora
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Il teorema del valor medio si può quindi vedere come un caso particolare di quello di Cauchy.

Se come abbiamo fatto per il teorema di Lagrange, poniamo x0 al posto di a, x0+ h al posto di c (con 0<α<1), la relazione del teorema di Cauchy, può essere scritta nella formula 
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Che esprime il fatto che gli incrementi dei rapporti subiti dalle due funzioni, nel passaggio dal punto x0 al punto x0+h, è uguale al rapporto delle derivate delle due funzioni in un punto intermedio. Per questo motivo, il teorema di Cauchy è detto anche degli incrementi finiti.

Teoremi di De L’Hòpital
Si è già avuto modo di vedere che nel calcolo dei limiti, ci si poteva imbattere in forme indeterminate, e in queste occasioni i calcoli non erano dei più semplici perché bisognava ricorrere ad artifici che riconducevano il tutto ad una forma di limite conosciuta. 

Con i teoremi di De L’Hòpital, nel caso in cui le funzioni soddisfino determinate caratteristiche, consentono di calcolare un limite che si presenta in una particolare forma di indecisione, in modo semplice e rapido.

Anche se il teorema porta il nome del marchese De L’Hòpital la scoperta fu del suo maestro Jean Bernoulli il quale in cambio di un salario mensile da parte dello stesso De L’Hòpital si impegnava a comunicargli tutte le sue scoperte in campo matematico lasciandogli la libertà di farne quello che volesse.

Primo teorema di De L’Hòpital

Siano f(x) e g(x) due funzioni definite in un intorno completo 
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 di un punto x0 che soddisfino le seguenti ipotesi:

1. siano continue in x0 ed inoltre sia 
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2. siano derivabili in 
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, cioè esistano finite f’(x) e g’(x) in tale intervallo 

3. sia 
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4. esista 
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allora esiste anche il 
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 e vale la relazione   
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dimostrazione:

osserviamo subito che, per le ipotesi fatte, il rapporto 
[image: image194.wmf]'()

'()

fx

gx

 ha sempre significato in 
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; allora anche il rapporto 
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 ha sempre significato nello stesso insieme perché l’ipotesi g’(x)≠0 implica che sia anche g(x)≠0. infatti, se per assurdo esistesse un punto 
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 in cui 
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, per il teorema di Roll esisterebbe almeno un punto x fra x0 e 
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 in cui 
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, contro l’ipotesi 3.

Possiamo quindi ora dimostrare il teorema. Le funzioni f(x) e g(x) soddisfano l’ipotesi del teorema di Cauchy, e quindi, per ogni possibile scelta di x in  
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, escluso x0, esiste un punto c all’intervallo di estremi x e x0 tale che:
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Che tenendo conto dell’ipotesi 1. diventa 
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Se 
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, poiché abbiamo detto che c è compreso tra x0 e x, anche 
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; possiamo allora scrivere che
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E poiché 
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 possiamo in definitiva scrivere che
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Che è quanto volevamo dimostrare. Il teorema è poi ovviamente vero anche se consideriamo un intorno sinistro o un intorno destro di x0 anziché un intorno completo.

Si dimostra poi che un analogo teorema vale anche nel caso in cui 
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, vale a dire che, supponendo che le funzioni g e f tendono a zero quando x tende ad infinito, e mantenendo valide le altre ipotesi,
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In definitiva, il primo teorema di De L’Hòpital afferma che, se il limite del rapporto 
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(finito o infinito), si presenta nella forma di indecisione 
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 e se sono valide le ipotesi fatte sulla f e g, allora tale limite è uguale al limite, ancora per 
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, del rapporto delle loro derivate. 

Il secondo teorema di De L’Hòpital che ci limitiamo ad enunciare, evidenzia che la stessa relazione si mantiene vera anche nel caso in cui il limite del rapporto fra f e g si presenta nella forma di indecisione 
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Secondo teorema di De L’Hòpital
Siano f(x) e g(x) due funzioni definite in un intorno 
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 di x0 (finito o infinito) con l’esclusione del punto x0, che soddisfino le seguenti ipotesi:
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Siano derivabili in 
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Sia g’(x)≠0 in 
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Esista 
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Allora esiste anche 
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Osservazione:
Può darsi che una volta calcolato il rapporto 
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, anche questo si presenti in una delle forme
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. Allora se esistono le derivate seconde delle funzioni f e g, e se è ancora possibile applicare il teorema (devono essere vere per f’ e g’ le ipotesi che erano vere per f e g ), si può considerare il 
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 e così via con le derivate successive.

Le altre forme di indeterminazione

I due teoremi di De L’Hòpital si applicano soltanto nel caso in cui il limite si presenti nelle due forme di indeterminazione  
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. Tuttavia con alcuni accorgimenti, è possibile ricondurre ad una di queste anche le altre forme di indeterminazione.

Forma 0 ∞

Tenendo presente che se una funzione tende ad ∞ la sua reciproca tende a zero, e viceversa se una funzione tende a zero la sua reciproca tende ad ∞, basta scrivere una delle due funzioni in modo che compaia la sua reciproca.

Forma ∞-∞
in genere, per ricondurre questa forma ad una di quelle indicate, basta semplicemente eseguire i calcoli in modo opportuno, eventualmente eseguendo anche delle scomposizioni.

Forme del tipo 00 
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Queste forme si presentano quando si hanno limiti della forma 
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. Si può allora operare considerando che:
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È quindi possibile calcolare 
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 che si presenta sempre nella forma 
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 analizzata in precedenza.
METODOLOGIA DIDATTICA

Per svolgere questa unità didattica faremo uso di lezioni frontali per introdurre i concetti nuovi e svolgere gli esercizi più significativi e di lezioni dialogiche per il consolidamento delle nozioni apprese  e lo svolgimento di ulteriori esercizi. Quest’ultimo tipo di lezione permette da una parte un maggior coinvolgimento degli alunni, che partecipano così attivamente alla lezione e dall’altra permette all’insegnante di valutare in itinere il grado di apprendimento della classe.

Si avrà cura di far il maggior numero di esempi possibili ogni volta che verrà introdotto un nuovo concetto o un nuovo modo di risolvere i problemi, al fine di renderli più chiari possibili.

Si assegneranno inoltre agli studenti esercizi per casa, che serviranno a renderli più familiari con i nuovi concetti e le nuove metodologie e a verificare l’effettiva comprensione di essi.

Verranno poi discussi in classe gli eventuali esercizi di cui gli studenti avranno trovato maggiori difficoltà.

Materiali didattici

· Lavagna e gessi

· Libro di testo

· Computer con software Derive.
Controllo dell’apprendimento

L’andamento e l’efficacia dell’attività didattica sono controllate attraverso de verifiche formative in itinere, nelle quali controlliamo se lo studente è in grado di applicare i concetti acquisiti e di ripercorrere le tipologie dei problemi svolti in classe per risolvere gli esercizi in maniera autonoma ed indipendente.

Per questo tipo di controllo ci avvarremo anche delle discussioni in classe durante lo svolgimento di esercizi e prove orali.

Verrà inoltre proposta agli studenti una verifica sommativa, con lo scopo di verificare se è stato acquisito il metodo di risoluzione dei problemi riguardanti le derivate e lo studio del grafico di una funzione utilizzando le conoscenze date dall’insegnante durante le lezioni frontali ed un sufficiente grado di autonomia nell’operare con questi strumenti.

Misurazione 

La misurazione si attua attraverso:

· prove orali individuali 

· una verifica sommativa 

Recupero 

Affinché l’attività didattica risulti efficace e completa, si prevede di svolgere eventuali attività di recupero così articolate:

recupero da effettuare in classe durante le ore curricolari, attraverso la ripresa dei concetti non ben compresi e lo svolgimento di esercizi riguardanti tali argomenti

assegnazione al singolo studente di esercizi mirati, in modo da chiarire i suoi dubbi e superare le sue eventuali difficoltà

per individuare gli argomenti che necessitano di recupero, sia livello collettivo sia a livello individuale, ci si avvarrà della verifica formativa, delle prove orali e dell’attività di collaborazione insegnante – allievo.

Tempi di intervento didattico

Per svolgere questa unità didattica si prevedono i seguenti tempi:

lezione frontale e svolgimento degli esercizi


5-6h

verifiche formative e loro discussione 


4h

attività di laboratorio





2h

verifica sommativa





2h
consegna e correzione verifica sommativa


2h

Nella Bibliografia metterei oltre al riferimento ai libri di testo:

Per l’inquadramento dell’argomento nel contesto dei programmi ministeriali della scuola secondaria superiore:

1)programmi ministeriali del liceo scientifico al sito internet:

www.edscuola.it/archivio/norme/programmi/scientifico
2)Programmi ministeriali del liceo scientifico elaborati dalla commissione Brocca sia per il biennio che per il triennio ai siti internet:

www.edscuola.it/archivio/norme/programmi/bienniobrocca
www.edscuola.it/archivio/norme/programmi/trienniiobrocca
2)Programmi ministeriali del liceo scientifico P.N.I. (Piano nazionale per l’informatica) sia per il biennio che per il triennio ai siti internet:

www.edscuola.it/archivio/norme/circolari/cm024_91
www.edscuola.it/archivio/norme/circolari/cm615_96
TESTI:

Lamberto Lamberti, Laura Mereu, Augusta Nanni.  “Manuale di matematica” ETAS libri.
G. Zwirner, L. Scaglianti. “Strumenti e metodi matematici” CEDAM 1993
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� Se f(x) è una funzione continua in un intervallo chiuso e limitato l, fra valori da essa assunti ve ne è uno massimo e uno minimo (che possono anche non essere diversi).
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