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Capitolo  1

1.1  
La derivata nei programmi ministeriali
Da molti anni e da più parti si accusa la scuola (anche quella dell’obbligo) di non “stare al passo” con i tempi e dunque di non essere in grado di fornire ai propri “utenti” tutti quegli stimoli e quegli strumenti di cui avrebbero bisogno per inserirsi con maggiore facilità ed efficacia nella società di oggi e più ancora in quella di domani. 

La scuola, infatti, deve contribuire alla formazione di giovani capaci di affrontare i problemi individuali e sociali che gli si presentano quotidianamente, con autonomia e senso critico; capaci, quindi, di trovare le varie fonti di informazione di volta in volta necessarie per risolvere quei problemi, di usarle opportunamente e di valutare criticamente: semmai, di sapere come si può pervenire alle informazioni di cui si ha bisogno in modo scientificamente corretto.

In questo paragrafo si vuole inquadrare l’argomento preso in esame in questo percorso didattico, nel contesto dei programmi ministeriali della scuola secondaria superiore.

1.1.1  I PROGRAMMI DI MATEMATICA NEL LICEO SCIENTIFICO DI ORDINAMENTO

I programmi vigenti nella scuola liceale (Ginnasio e Liceo Classico, Liceo Scientifico), pur essendo datati 1952, sono sostanzialmente quelli della Riforma Gentile del 1923.

Liceo Scientifico

Nella IV classe del Liceo Scientifico si prevede lo studio della:

- Derivata di una funzione di una variabile e suo significato geometrico e fisico.
Derivate di x2, di senx, cosx, tgx. Esercizi di derivazione.

1.1.2
I PROGRAMMI DI MATEMATICA DEL PNI: PIANO NAZIONALE PER L’INFORMATICA

L’intento del PNI era di introdurre l’informatica nelle scuole di ogni ordine e grado. In realtà il progetto, che pure fu di grande portata, coinvolse solo la scuola secondaria superiore. Con questo piano vengono anche elaborati nuovi programmi di matematica e fisica per tutte le scuole superiori, mentre le altre materie non vengono toccate. Viene avviato nelle scuole come progetto sperimentale nell’a.s. 1987 – 88.

Diversamente dai vecchi programmi, le scansioni annuali degli argomenti vengono sostituite da 5 grandi temi per il biennio e da 7 temi per il triennio.

Triennio (1996)

Classe quinta:

 Il TEMA 7 “Analisi infinitesimale” prevede al punto 7.c:

- Derivata di una funzione. Teoremi di Rolle, Cauchy, Lagrange, De L'Hopital. 

1.1.3
 CURRICOLO DI MATEMATICA PROPOSTO DALL’UMI – UNIONE MATEMATICA ITALIANA (2001 – 2004)
Nel 2000 – anno internazionale della Matematica – l’Unione Matematica Italiana (UMI) ha insediato una Commissione per lo studio e l’elaborazione di un curricolo di matematica per la scuola primaria e secondaria, adeguato ai mutati bisogni della società all’inizio del nuovo secolo. 

La Commissione ha deciso di elaborare un curricolo di matematica definendone le conoscenze fondamentali da acquisire, indipendentemente, per quanto riguarda il ciclo secondario, dalla varietà dei suoi indirizzi. E’ emersa perciò l’idea della “matematica per il cittadino”, cioè di un corpus di conoscenze e abilità fondamentali, necessarie a tutti coloro che entrano nell’attuale società, da acquisire secondo una scansione organica articolata nei successivi livelli scolastici.

Nel 2001  l’U.M.I. ha presentato una proposta di curricoli di matematica per la scuola primaria e secondaria di I grado. La proposta è stata corredata da numerosi esempi di attività didattiche che la realizzano ed è pubblicata nel volume Matematica 2001.

 Nel volume Matematica 2003 e Matematica 2004 si trovano i contenuti di matematica per la parte comune a tutti gli indirizzi di scuola superiore, anch’essi corredati da vari esempi di attività didattiche. 

In entrambe le proposte, i curricoli sono strutturati in nuclei tematici:

Numeri e algoritmi – Spazio e figure – Dati e previsioni – Relazioni e funzioni

e in nuclei trasversali “di processo”

Argomentare, congetturare, dimostrare – Risolvere e porsi problemi – Misurare- - Laboratorio di Matematica.

I progetti di riforma della scuola secondaria superiore più recenti prevedevano due bienni seguiti da un quinto anno di raccordo con gli studi universitari; nel volume Matematica 2003 si trovano proposte per ciascuno dei due bienni e nel volume Matematica 2004 si trova proposto il quinto anno.

Da Matematica 2004, il nucleo “Relazioni e funzioni”:
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Si sconsiglia di:

· Ridurre l’analisi matematica esclusivamente allo studio di funzioni e di rendere meccanico l’uso della derivata prima e seconda e lo studio del loro segno.

1.2 Il calcolo differenziale
Non è del tutto esatto ritenere che il calcolo infinitesimale fu una conquista dei grandi geni del XVII secolo come Newton e Leibniz. In realtà, alcuni principi fondamentali del nuovo calcolo esistevano da tempi molto remoti: da Archimede, e, per quanto riguarda certe intuizioni fondamentali, anche da matematici vissuti prima di lui come Zenone e Eudosso. Inoltre, già nel Cinquecento vi era in Italia una scuola di valenti e originali ricercatori che traeva ispirazione dai metodi del Siracusano, mentre nella prima metà del secolo seguente i risultati raggiunti da studiosi come Keplero, Cavalieri, Torricelli, Fermat, Roberval, Pascal, Galileo e Barrow, costituivano un importante corpo di dottrine.

Bonaventura Cavalieri pubblica nel 1635 la sua Geometria degli indivisibili: i solidi sono immaginati decomposti in infinite sezioni piane. Il principio di Cavalieri afferma l'uguaglianza di volume di due solidi quando essi, intersecati da un fascio di piani paralleli, diano sopra uno stesso piano del fascio due sezioni di uguale area. Il germe di questa concezione era già stato espresso da G. Keplero nel dimostrare che i volumi di un cilindro e del parallelepipedo circoscritto stanno tra di loro come le basi. E. Torricelli, in un libro edito nel 1641, introduce l'operazione di derivazione quale inversa dell'integrazione (il teorema di Torricelli-Barrow lega i due grandi rami dell'analisi infinitesimale, il calcolo differenziale e quello integrale). All'incirca nello stesso periodo, il procedimento infinitesimale scaturisce da altri due problemi: quello della determinazione della velocità istantanea di un mobile e quello della determinazione della tangente a una curva in un suo punto, problemi che aprono la via al calcolo differenziale. Torricelli, Fermat, Descartes, Barrow, Pascal e altri studiarono i primi problemi relativi alla tangente a una curva, considerandola come posizione limite della corda, e misero in luce l'opportunità di identificare l'elemento di curva (arco infinitesimo) con l'elemento di retta (segmento infinitesimo di tangente). Lo studio della variazione della tangente, cioè dell'andamento di una curva, rivestiva enorme importanza pratica, in quanto, per esempio, era stato osservato da Fermat che la velocità di variazione di un fenomeno era praticamente nulla in prossimità di un massimo o di un minimo. 

G. W. Leibniz, in Nova methodus del 1684, espone poi, concludendo questo periodo di ricerche, un metodo generale per trovare i massimi e i minimi e per tracciare le tangenti alle curve. Leibniz introduce il differenziale come incremento infinitesimo e definisce la derivata (velocità istantanea di variazione) come il rapporto fra il differenziale della funzione e il differenziale della variabile indipendente, cioè tra l'incremento infinitesimo dell'ordinata e l'incremento infinitesimo dell'ascissa del punto mobile sulla curva. I. Newton, nei suoi celebri Principia del 1687, introduce anch'egli il concetto di derivata, partendo da una concezione più legata alla meccanica che non alla geometria, come dice la stessa nomenclatura da lui usata (fluente è una qualunque grandezza concepita come generata da un moto continuo; flussione è la velocità con cui la fluente viene generata). Sia Newton sia Leibniz, nel calcolo effettivo delle derivate, applicano il principio che una quantità infinitesima, sommata a una quantità finita, si può trascurare: di ciò non danno una giustificazione rigorosa. 
Tra la fine del XVII secolo e il principio del XIX furono affrontati con successo i più svariati problemi geometrici e meccanici: ricordiamo a questo proposito il nome di G. F. de l'Hospital (1704) che diede un teorema per ricondurre il calcolo del rapporto tra due funzioni a quello tra le rispettive derivate; di Giovanni Bernoulli (1748) che pose il problema delle geodetiche e risolse quello della brachistocrona; di B. Taylor (1731) che diede il nome a uno sviluppo in serie di una funzione, in cui compaiono le derivate della funzione stessa; di L. Euler (1783) che studiò gli integrali multipli, alcuni tipi di equazioni differenziali, facendo applicazioni del calcolo infinitesimale allo studio delle proprietà differenziali delle superfici; di G. L. Lagrange (1813) che introdusse il simbolo f'(x) per la derivata della funzione f(x) e al quale si deve il moderno procedimento di calcolo delle derivate. 

Il XIX secolo e il principio del XX sono caratterizzati dalla critica dei principi dell'analisi infinitesimale e dall'introduzione di procedimenti rigorosi (passaggio al limite). Cauchy dà per primo una definizione rigorosa di infinitesimo (Analyse algebrique, 1821: una funzione f(x) di una variabile x è infinitesima per x = c, o meglio per x tendente a c, se al tendere di x a c la f(x) tende a 0). S'inizia con lui, ed è sviluppata da B. Bolzano e da C. Weierstrass, quell'opera di revisione critica che sarà portata a termine nei primi due decenni del XX secolo da R. Dedekind, U. Dini, G. Peano, G. Darboux, C. Jordan e altri. 
1.2.1  NOVA METHODUS  DI LEIBNIZ
Nel 1676 Leibniz era giunto alla stessa conclusione che Newton aveva raggiunto parecchi anni prima: era in possesso di un metodo di grandissima importanza per la sua generalità. Sia che una funzione fosse razionale o irrazionale, algebrica o trascendente (termine questo che fu coniato da Leibniz stesso), potevano sempre essere applicate le operazioni del suo metodo per trovare somme e differenze. Spettava pertanto a lui di elaborare un linguaggio e una notazione confacenti a questa nuova branca della matematica. Leibniz aveva sempre avvertito l'importanza di una buona notazione come utile strumento per il pensiero, e la sua scelta nel caso specifico del calcolo infinitesimale fu particolarmente felice. Dopo vari tentativi fissò la sua scelta su dx e dy per indicare le minime differenze possibili (differenziali) di x e y. In un primo tempo scrisse semplicemente omn. y (cioè "tutte le y") per indicare la somma di tutte le ordinate di una curva; più tardi, però, usò il simbolo 
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, dove il simbolo dell'integrale è l'ingrandimento della lettera s che indica somma. Per trovare le tangenti si richiedeva l'uso del calculus differentialis, mentre per trovare le quadrature si richiedeva quello del calculus summatorius o calculus integralis. La prima esposizione del calcolo differenziale fu pubblicata da Leibniz nel 1684 con il titolo di Nova methodus pro maximis et minimis, itemque tangentibus, qua nec irrationales quantitates moratur (Nuovo metodo per trovare i massimi e i minimi, e anche le tangenti, non ostacolato da quantità irrazionali). Qui Leibniz presentava le regole per il calcolo "delle differenze":

Sia a una quantità data costante, sarà  da = 0  e  dax = adx.

Se abbiamo y = v, sarà dy = dv.

Addizione e sottrazione:

se si ha z - y + w + x = v, sarà d(z - y + w + x) = dv = dz - dy + dw + dx.

Moltiplicazione:

dxv = xdv + vdx, ovvero, posto y = xv, sarà dy = xdv + vdx.

Divisione:
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posto si ha
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Quanto ai segni è da notarsi ora questo: quando viene sostituito alla lettera semplicemente il suo differenziale, si devono conservare gli stessi segni, e scrivere     + dz, in luogo di + z e - dz, in luogo di - z, come appare dall'addizione e dalla sottrazione esposta poco prima. 

Potenza:
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Sarebbe invero bastata la regola della potenza numerica intera per determinare i differenziali tanto delle frazioni come delle radici; la potenza infatti diviene una frazione quando l'esponente è negativo, e si muta in radice quando l'esponente è frazionario: ma ho preferito dedurre io stesso queste conseguenze piuttosto che lasciarle ad altri da dedurre, dal momento che sono assai generali e s'incontrano spesso, e in un argomento per sé stesso complesso è preferibile pensare alla facilità.
Queste formule venivano ottenute trascurando gli infinitesimi di ordine superiore. Se, per esempio, le minime differenze di x e y sono dx e dy rispettivamente, allora dxy ossia la differenza minima di xy è (x + dx) (y + dy) - xy. Poiché dx e dy sono infinitamente piccoli o infinitesimi, il termine dxdy è infinitamente infinitesimo e può essere trascurato, e si ottiene così il risultato dxy = xdy + ydx. 

Due anni più tardi, sugli Acta Eruditorum, Leibniz pubblicò una spiegazione del calcolo integrale, nella quale le quadrature venivano presentate come casi particolari del metodo inverso delle tangenti. Qui Leibniz poneva l'accento sulla relazione inversa esistente tra differenziazione e integrazione nel teorema fondamentale del calcolo infinitesimale; egli faceva rilevare che nell'integrazione di funzioni note "era compresa la maggior parte di tutta la geometria trascendentale". Mentre la geometria di Descartes aveva escluso tutte le curve non algebriche, il calcolo infinitesimale di Newton e di Leibniz mostrava quanto essenziale fosse il ruolo di tali curve nella loro nuova analisi. 

Capitolo  2  Percorso didattico

2.1 DESTINATARI:
Classe quinta di un liceo scientifico sperimentale PNI; le ore settimanali di matematica previste sono 5(2
).

2.2 
PREREQUISITI:
Lo studente deve possedere le seguenti nozioni:

· Conoscenze di base di logica.

· Conoscenza del calcolo algebrico.

· Conoscenza di polinomi.

· Conoscenza del limite di una funzione.

· Conoscenza del piano cartesiano.

· Conoscenza della geometria analitica.

· Conoscenza della trigonometria.

· Conoscenza dei logaritmi.

· Conoscenza degli esponenziali.

· Conoscenza del concetto di funzione.

· Conoscenza della funzione continua.

· Conoscenza della funzione composta.

· Conoscenza della funzione inversa.

· Conoscenza delle funzioni razionali e irrazionali.

· Uso del software Derive.

2.3
ACCERTAMENTO DEI PREREQUISITI:

Per la comprensione della seguente unità didattica è indispensabile la conoscenza dei prerequisiti sopra elencati. L’accertamento avverrà mediante semplice dialogo con gli studenti e se necessario si provvederà al recupero di alcuni di questi. Si cercherà, ogniqualvolta questi verranno utilizzati di richiamare proprietà e concetti ad essi legati: in modo particolare è fondamentale assicurarsi che gli alunni abbiano ben chiaro il concetto del limite di una funzione. 

2.4 
OBIETTIVI GENERALI DEL PERCORSO DIDATTICO
· Acquisire le conoscenze, le competenze e le capacità previste dal percorso didattico.
· Acquisire consapevolezza dell’utilità logica delle proprietà degli argomenti trattati.
· Condurre all’uso del lessico e del formalismo grafico appropriato.
· Imparare ad operare con la simbologia opportuna.
· Sviluppare la capacità di utilizzare metodi, strumenti e modelli matematici in   situazioni diverse.
· Contribuire a rendere gli studenti in grado di affrontare situazioni problematiche di varia natura avvalendosi dei modelli matematici più adatti alla loro rappresentazione.
· Sviluppare l’interesse per gli aspetti storico-epistemologici della matematica.
· L’uso di software, servirà ad abituare l’allievo ad operare consapevolmente all’interno di diversi sistemi, dotati di loro regole formali e limiti operativi.
2.5 
OBIETTIVI TRASVERSALI DEL PERCORSO DIDATTICO
· Sviluppare attitudine alla comunicazione ed ai rapporti interpersonali, favorendo lo scambio di opinione tra il docente e allievo e tra gli allievi stessi.
· Proseguire ed ampliare il processo di preparazione scientifica e culturale degli studenti.
· Contribuire a sviluppare lo spirito critico e l’attitudine a riesaminare criticamente ed a sistemare logicamente le conoscenze acquisite.
· Contribuire a sviluppare capacità logiche e argomentative.
· Imparare a rispettare i tempi di consegna dei lavori da svolgere. 

2.6 
OBIETTIVI SPECIFICI
Si rimanda agli obiettivi specifici delle singole unità didattiche. 

2.7
CONTENUTI
Per i contenuti si rimanda all’ unità didattiche. 

2.8
SVILUPPO DEI CONTENUTI
Nell’ unità didattica verrà fatta una lista dei contenuti che si intende trattare in classe.  

2.9
METODOLOGIE DIDATTICHE

Per affrontare gli argomenti di questo percorso didattico si alterneranno lezioni frontali-dialogiche, quali l’insegnamento per problemi che stimolano gli alunni a formulare ipotesi di soluzione ricorrendo non solo alle conoscenze già possedute ma anche alla intuizione e alla fantasia, a metodologie didattiche attive quali le  discussioni guidate e il lavoro di gruppo. Il lavoro di gruppo rappresenta una risorsa ad alto potenziale, sia come strumento che consente l’emergere di aspetti emozionali, sia come veicolo che, facilitando lo scambio di idee ed esperienze induce un maggiore coinvolgimento e assunzione di impegno da parte degli alunni. Si ritiene più proficuo affrontare gli argomenti, oggetto delle lezioni, utilizzando il metodo induttivo che consiste nel partire da esempi concreti della vita quotidiana per passare poi, gradatamente, alla formalizzazione dei concetti introdotti.

A sostegno si farà uso del laboratorio di informatica. Questo momento dovrà essere visto prevalentemente come attività diretta degli allievi, interazione allievo-docente, e dovrà essere armonicamente inserita nella trattazione dei temi affrontati di volta in volta. Si dovranno utilizzare in modo corretto gli strumenti di calcolo e di elaborazione. L’attività di laboratorio integra gli elementi di contenuto dei vari temi e costituisce essa stessa, un momento di riflessione teorica. Essa consisterà in:

- analisi dei problemi e loro risoluzione informatica attraverso l’utilizzo del software applicativo Derive;
- esplorazione e verifiche di proprietà matematiche, rappresentazioni grafiche e calcoli, simulazioni, come momenti costitutivi del processo di apprendimento della matematica e delle sue successive sistematizzazioni.

Per ogni argomento trattato si cercherà di proporre un buon numero di esercizi, risolvendoli assieme in classe in modo da proporre più metodi risolutivi.

Agli studenti verranno assegnati degli esercizi significativi da svolgere a casa scelti con difficoltà crescente, in modo che questi possano acquisire una maggiore familiarità con l’argomento; in seguito in classe, saranno svolti quegli esercizi che hanno apportato più incertezze e difficoltà.

Infine la storia della matematica come strumento metodologico per inquadrare da un punto di vista storico le nozioni ed i concetti introdotti, con brevi accenni, affinché la matematica non sembri una scienza data ma frutto di una evoluzione.

2.10 MATERIALI E STRUMENTI UTILIZZATI

· Lavagna tradizionale e quindi anche gessi e cimosa.

· Libri di testo.

· Riga e compasso.

· Materiale trovato su alcuni siti internet.

· Lucidi.

· Fotocopie.

· Lavagna luminosa e pennarelli.

· Calcolatrice scientifica.

· Uso del computer con software: Derive.
· Schede di lavoro per il laboratorio di informatica.

2.11 
CONTROLLO DELL’APPRENDIMENTO
Si ritiene opportuno controllare l’apprendimento degli studenti attraverso due tipi di verifica:

verifiche formative effettuate giorno per giorno attraverso  brevi colloqui, esercitazione scritta in classe costituita da quesiti a risposta multipla, verificando l’acquisizione progressiva delle conoscenze, competenze e capacità previste come obiettivi specifici.  Questo aiuterà a comprendere meglio le difficoltà che hanno ostacolato l’apprendimento e quindi permetterà di progettare l’attività di recupero in itinere;

verifiche sommative  suddivise in:

· scritta che si effettuerà alla fine dell’unità didattica e che permetterà di verificare l’autonomia dello studente nell’utilizzo degli strumenti forniti;

· orale per controllare il livello di apprendimento e di studio.

2.13
GRIGLIA PER LA VALUTAZIONE

Per determinare gli esiti della verifica sommativa assegniamo ad ogni esercizio un punteggio. La diversità di punteggio tra i vari esercizi rispecchia livelli diversi di difficoltà in termini di conoscenze, competenze e capacità richieste per svolgerli. 
Nell’attribuire il punteggio completo, nullo o nella frazione intermedia, teniamo conto dei seguenti indicatori suggeriti dal Ministero dell’Istruzione per la correzione della prova scritta di Matematica:

I.    Conoscenze specifiche.

II.   Competenze nell’applicare le procedure ed i concetti acquisiti.

III.  Capacità logico e argomentative.

Si evidenzia che verranno prese in considerazione anche la completezza nella risoluzione e la correttezza della risoluzione e dell’esposizione, ma nella griglia di valutazione, entreranno tacitamente nelle altre voci.

Nel caso di errore nello svolgimento degli esercizi si attribuisce solo parte del punteggio completo previsto per essi. La griglia di valutazione permette di attribuire un punteggio più oggettivo agli esercizi ed evitare disparità di giudizio del lavoro degli studenti.

2.14
ATTIVITA’ DI RECUPERO
Affinché l’attività didattica risulti efficace e completa, si prevede di svolgere eventuali attività di recupero così articolate:

lavoro a casa: ripasso, costruzioni di sintesi e schemi su contenuti e procedimenti;

lavoro in classe: si proporranno nuovi esercizi e schede guidate. Si potrà istituire inoltre uno sportello per gli allievi, in prossimità delle verifiche sommative.
Per individuare gli argomenti che necessitano di recupero, sia a livello collettivo sia a livello individuale, ci si avvarrà della verifica formativa, delle prove orali e dell’attività di collaborazione insegnante-allievo.

2.15
APPROFONDIMENTI
Al termine di ogni capitolo, verranno riportati degli ampliamenti e osservazioni che dovranno sicuramente essere svolti in classe, ma che si è preferito riportare in modo separato dal resto per non interrompere il filo del discorso nei paragrafi in cui viene trattato l’argomento.

2.16
TEMPI DELL’INTERVENTO DIDATTICO
Si rimanda all’unità didattica. 

2.17
GRIGLIE DI VALUTAZIONE
Si propone una griglia di valutazione per la prova scritta e due griglie di valutazione per la prova orale. Queste ultime due, sono sicuramente molto particolareggiate, ma personalmente ritengo che di fronte ad una prova orale, sia molto difficile tener conto di tutti questi indicatori. 

2.17.1
Griglia di valutazione per la verifica sommativa

	
	CONOSCENZA
	COMPETENZA
	CAPACITA’

	
	TOTALE
	OTTENUTI
	TOTALE
	OTTENUTI
	TOTALE
	OTTENUTI

	ESERCIZIO 1
	
	
	
	
	
	

	ESERCIZIO 2
	
	
	
	
	
	

	ESERCIZIO 3
	
	
	
	
	
	

	ESERCIZIO 4
	
	
	
	
	
	

	TOTALE
	12
	
	12
	
	12
	


Griglia di valutazione (ad uso del docente)

	PUNTEGGIO GREZZO

(TOT.36)
	VOTO IN DECIMI

(ottenuto con la proporzione)
	VOTO IN DECIMI

(proposta di voto)

	1
	0-1
	2



	2
	
	

	3
	
	

	4
	
	

	5
	1-2
	

	6
	
	

	7
	
	

	8
	2-3
	

	9
	
	3

	10
	
	

	11
	3-4
	

	12
	
	

	13
	
	4

	14
	
	

	15
	4-5
	

	16
	
	

	17
	
	5

	18
	5-6
	

	19
	
	

	20
	
	6

	21
	
	

	22
	6-7
	

	23
	
	

	24
	
	7

	25
	7-8
	

	26
	
	

	27
	
	

	28
	
	8

	29
	8-9
	

	30
	
	

	31
	
	

	32
	
	9

	33
	9-10
	

	34
	
	

	35
	
	

	36
	
	10


2.17.2 Griglia di valutazione per la verifica orale

GRIGLIA 1

	VALUTAZIONE

in decimi
	INDICATORI



	
	CONOSCENZE
	COMPETENZE


	CAPACITA’

ELABORATIVA
	CAPACITA’ COMUNICATIVA



	
	
	
	ANALISI
	SINTESI
	

	NON

SUFFICIENTE

Voto ( 5


	Non ha conoscenze adeguate
	Non sa utilizzare autonomamente testi e strumenti
	Sa effettuare analisi solo parziali e/o guidate
	Sa elaborare

le conoscenze

in modo

parziali e/o se

guidato
	Confusa e/o

lessicamente

povera



	SUFFICIENTE

5 < voto < 7


	Ha conoscenze sufficienti ma non complete


	Sa utilizzare testi e strumenti se guidato
	Sa effettuare 

in autonomia

semplici

analisi
	Sa effettuare

in autonomia

semplici

sintesi
	Semplice ma chiara

	OLTRE LA SUFFICIENZA

Voto ( 8
	Ha conoscenze complete e approfondite


	Sa utilizzare in modo autonomo testi e strumenti
	Sa effettuare in autonomia analisi articolate e complete


	Sa elaborare

 in autonomia 

con sintesi coerenti ed organiche
	Chiara e appropriata

in rapporto

all’ambito

disciplinare


GRIGLIA 2

	INDICATORI
	DESCRITTORI
	PUNTI

(in decimi)

	CONOSCENZE:

si valuta il grado di possesso dei dati, delle definizioni e dei contenuti.
	Conoscenze scarse
	1

	
	Conoscenze insufficienti
	2

	
	Conoscenze sufficienti
	3

	
	Conoscenze discrete/buone
	3,5

	
	Conoscenze ampie e sicure
	4

	COMPETENZE LINGUISTICHE:

si valuta la proprietà linguistica, la correttezza del linguaggio; la ricchezza terminologica e lessicale.
	Scarse competenze linguistiche
	0,5

	
	Adeguate competenze linguistiche
	1

	
	Discrete/buone competenze linguistiche
	1,5

	
	Ottime e sicure competenze linguistiche
	2

	COMPETENZE ESPOSITIVE E ARGOMENTATIVE:

si valuta l’esposizione corretta e ordinata dei dati conosciuti, aderenza e pertinenza a quanto richiesto; 

argomentazione.
	Esposizione disordinata e confusa
	1

	
	Esposizione sufficiente coerente e chiara
	1,5

	
	Esposizione di discreto/buon livello
	2

	
	Esposizione e argomentazione di ottimo livello
	2,5

	CAPACITA’:

si valuta la capacità di operare 

raccordi e confronti; rielaborazione critica e personale.
	Opera raccordi e confronti stentatamente
	0-0,3

	
	Opera raccordi e confronti in modo sufficiente
	0,5

	
	Sa operare autonomamente in modo discreto/buono raccordi e confronti
	1

	
	Sa operare raccordi e confronti in modo ottimo
	1,5

	Totale punti
	
	/10


Voto complessivo  sulla prova orale:        ………../10

Capitolo 3  

U.D.1 DERIVATE DELLE FUNZIONI DI UNA  VARIABILE

3.1
OBIETTIVI SPECIFICI
Conoscenze

CONOSCERE

· Il concetto di derivata di una funzione in un punto e la sua interpretazione geometrica.

· Il concetto della continuità delle funzioni derivabili. 

· Il concetto di derivata di alcune funzioni elementari.

· Il concetto  di derivata della somma e del prodotto di funzioni. 

· Il concetto di derivata della funzione reciproca.

· Il concetto di derivata del quoziente.

· Il concetto di derivata della funzione composta.

· Il concetto di derivata della funzione inversa.

· Il concetto della funzione derivata prima e derivate successive.

· Svolgere esperienze interessanti con il software Derive a sostegno, chiarimento, dei concetti relativi e degli esercizi proposti nel testo.

Competenze

SAPER

· Calcolare la derivata generica di una funzione e la derivata in un punto, applicando la definizione di derivata.

· Calcolare le derivate di alcune  funzioni elementari attraverso il limite del rapporto incrementale.

· Calcolare le derivate di una somma, prodotto, quoziente e potenza di funzioni.

· Calcolare la derivata di una funzione composta e della funzione inversa di una data.

· Risolvere semplici problemi con gli strumenti della teoria delle derivate.

Capacità

SAPER

· Utilizzare le conoscenze e le competenze acquisite per risolvere esercizi.

· Individuare in problemi la necessità di giungere alla soluzione mediante l’uso della derivata.

· Applicare le conoscenze e le competenze acquisite in un contesto interdisciplinare.

3.2
CONTENUTI
- Problemi che conducono al concetto di derivata.

- Definizione di derivata e suo significato geometrico.

- Continuità delle funzioni derivabili.

- Derivate di alcune funzioni elementari.

- Regole di derivazione.

- Derivata di una funzione composta.

- Derivata della funzione inversa.

- Derivate di ordine superiore al primo.

- Le derivate delle funzioni con Derive:

· Le derivate con Derive.

· L’equazione della retta tangente al grafico di una funzione.
-  Applicazioni delle derivate alla Fisica:

· Velocità media e velocità istantanea.

· Accelerazione media e accelerazione istantanea.

· Moto oscillatorio armonico.

· Intensità di corrente elettrica.

· Coefficiente di dilatazione lineare.

· Forza elettromotrice indotta (e autoindotta).

-  Applicazioni delle derivate all’Economia:

· Un ciclomotore in più.

3.3
SVILUPPO DEI CONTENUTI

3.3.1
 Problemi che conducono al concetto di derivata

Sul concetto di derivata di una funzione di una variabile, si basa uno dei più importanti strumenti sia della matematica pura, sia delle sue applicazioni : il calcolo differenziale.

Questo particolare calcolo rappresentò la risposta a due problemi fondamentali, presi in forte considerazione dai matematici del 16° e del 17° secolo : il problema delle tangenti ad una curva in un punto, ed il problema della determinazione della velocità istantanea.

3.3.1.1  PROBLEMA DELLE TANGENTI
Il problema della ricerca della retta tangente ad una curva in un punto, è molto meno banale di quanto solitamente si pensi. I primissimi problemi sorgono dal momento in cui proviamo a dare una definizione appropriata a questa particolare retta, pur avendo già     un’ idea di ciò che vogliamo definire formalmente. Infatti, la definizione adottata dalla geometria elementare nel caso delle coniche, non fa per noi : come si vede dalla fig. 1 , la retta t , pur incontrando la curva in almeno due punti ,è intuitivamente la tangente a questa curva nel punto P. 

Nemmeno può esserci utile l’ altra definizione che solitamente si dà in geometria elementare, secondo la quale la tangente è quella retta uscente da P che lascia la circostante porzione della curva tutta da una stessa parte; ciò è evidente dalla fig. 2 , in cui tale fatto non si verifica, pur essendo t intuitivamente una tangente alla curva.

E’ evidente e giustificata, quindi, la necessità di dotarsi di nuovi e più potenti strumenti di calcolo, tali da essere applicati in maniera generalizzata, a qualsiasi curva piana.
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                     fig. 1                                                                         fig. 2

Per quanto riguarda l’epistemologia di tale argomento, si rimanda alle note storiche presenti nell’ unità didattica; il problema della determinazione della velocità istantanea, è trattato dettagliatamente sempre in questa unità, nella sezione dedicata alle applicazioni del concetto di derivata.

Si darà una definizione rigorosa di derivata e delle regole di derivazione di una funzione reale; verranno poi presi in esame aspetti importantissimi legati alla continuità, senza mai dimenticare le conseguenze geometriche di tali concetti, le quali ci aiutano a trovare una dimensione matematica più vicina alla realtà tangibile di tali “oggetti”, facendoci anche supporre di comprendere le difficoltà incontrate e i risultati ottenuti da “Chi” si è dedicato a tale argomento, prima di noi.  

3.3.2
 Definizione di derivata e suo significato geometrico

Sia f una funzione definita in uno o più intervalli aperti.

Siano x0  e  x = x0 + h   (fig. 3) due punti del dominio della funzione, che viene supposta definita anche su tutti i punti dell’ intervallo da essi individuato.

La differenza 

x = x - x0 = (x0 + h) - x0 = h

si dice incremento della variabile indipendente x al passaggio dal valore x0 al valore    x0 + h.

La differenza

(y = (f = f(x) – f(x0) = f(x0 + h) – f(x0) 

[image: image258.emf]si dice incremento della variabile dipendente y o della funzione f , relativo                  all’ incremento h e al punto x0.

fig. 3

Il rapporto 
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prende il nome di rapporto incrementale della funzione relativo al punto x0 e                  all’ incremento h.

Esempio
Il rapporto incrementale della funzione     f : x  (  x3 + 2    relativo al punto x0 = 1  e all’ incremento h ( 0 è :
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3.3.2.1.   SIGNIFICATO GEOMETRICO DEL RAPPORTO INCREMENTALE
Osservando la fig. 3 e ricordando che il coefficiente angolare della retta passante per i punti 

P0(x0 ; f(x0))  e  P(x0 + h ; f(x0 + h))  è  
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si può osservare che il rapporto incrementale della funzione  f  relativo al punto x0 e all’ incremento h è il coefficiente angolare della retta passante per i punti   P0(x0 ; f(x0))  e    P(x0 + h ; f(x0 + h)).
Osservazione : una volta fissato  x0, il rapporto incrementale varia al variare di  h ; quindi esso è una funzione di h.
Definizione
Una funzione  f  si dice  derivabile  nel punto x0  se esiste ed è finito il 
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il valore di tale limite si chiama derivata della funzione  f  nel punto x0.

La derivata della funzione  f  nel punto x0  viene indicata con uno dei seguenti simboli :

f’ (x0)  ,   [ Df(x) ]x=x0 ,  
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e quindi si ha 

f’(x0) = 
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Osservazione : perché la funzione f sia derivabile nel punto x0 , occorre, quindi, che siano verificate le seguenti condizioni:

· la funzione sia definita in un intorno del punto x0
· deve esistere il limite del rapporto incrementale per x che tende a zero (tanto da destra, quanto da sinistra) 

· tale limite sia finito

Esempio
Riprendendo in considerazione la funzione dell’ esempio precedente, calcoliamo il limite del rapporto incrementale per h che tende a zero
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poiché il limite esiste, ed è finito, il suo valore è la derivata della funzione  f  nel punto      x0 = 1.

Si può quindi scrivere

f’(1) = 3

Definizioni 
Se esiste ed è finito il limite da destra :
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esso si chiama derivata destra della funzione  f  relativa al punto x0, e si indica con

+f’+(x0).

Allo stesso modo, se esiste ed è finito il limite sinistro
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esso si chiama derivata sinistra della funzione  f  relativa al punto x0, e si indica con

f’-(x0).

Affinchè la funzione  f  sia derivabile, la condizione necessaria e sufficiente è 

f’+(x0) = f’-(x0)

Se invece si verifica che

f’+(x0) ( f’-(x0)

la funzione non è derivabile in x0, e  P0(x0 ; f(x0))  si dice punto angoloso.

Se la funzione  f  è definita nell’ intervallo [a,b], essa si dirà derivabile nell’ estremo  a  se esiste ed è finito il limite
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cioè se la funzione ha derivata destra in a .

Analogamente, la funzione si dirà derivabile nell’ estremo b se esiste ed è finito il limite
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cioè se la funzione ha derivata sinistra in b.

Per finire, una funzione si dice derivabile nell’ intervallo  (  se lo è in ogni punto di  ( .

3.3.2.2.   SIGNIFICATO GEOMETRICO DI DERIVATA

Osserviamo la fig. 4 ; fissato P0 , consideriamo la retta secante P0P, la quale ha equazione
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fig. 4

Al tendere di  h  a zero, il punto P si muove sulla curva avvicinandosi a P0.

Se  f  è derivabile in x0, esiste ed è finito il limite
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 = f’(x0),

quindi il coefficiente angolare della retta P0P tende a quello della retta  t  di equazione

t :     y ( f(x0) = f’(x0)( (x – x0).

La posizione della retta  t  può essere vista come il limite delle posizioni delle rette secanti condotte per P0 e P, quindi l’ equazione di  t  è l’ equazione della retta tangente alla curva nel punto  P0(x0 ; f(x0)).

Quindi la derivata f ’(x0) della funzione  f  nel punto x0 , è il coefficiente angolare della tangente alla curva ( grafico di  f ) nel punto P0(x0 ; f(x0)). 

Si può quindi affermare che una  funzione  f  è derivabile nel punto x0 , se e solo se, esiste ed è unica la retta non parallela all’ asse y , tangente al grafico nel punto di coordinate 

(x0 ; f(x0)).

Osservazione :  se il grafico di una funzione ha dei punti angolosi, o dei punti in cui la tangente è parallela all’ asse y, in corrispondenza di tali punti la funzione non sarà derivabile. 

Osserviamo i seguenti esempi in cui si verificherà la derivabilità di alcune funzioni, in punti particolari; notevole attenzione sarà data al significato geometrico della derivata.

Esempio
Sia data la funzione 

f :  IR  (  IR :  x  (  | x |

f  non è derivabile nel punto x0 ; infatti, calcolando il rapporto incrementale si ha
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moto uniforme
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moto uniformemente 

        accelerato

      1    se   h > 0

      (1    se   h < 0

Quindi 

f’+(0) = 1    e    f’-(0) = (1

f’+(0) ( f’-(0)

Nel punto x0 = 0  il grafico della funzione ha un punto angoloso  (fig. 5).
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fig. 5

Esempio
Sia data la funzione 

f :  IR  (  IR :  x  (  x2 + 1

sia x0 = 1. Il rapporto incrementale della  f  relativo all’ incremento  h ( 0  e al punto x0 = 1  è:
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da cui si ricava:
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La funzione è derivabile nel punto  x0 = 1  e la sua derivata in tale punto vale 2.

L’ equazione della retta  t  (vedi fig. 6) tangente alla parabola  y = x2 + 1 , grafico di  f  , nel punto  P0(1 ; 2)  è la seguente:

t :     y – 2 = 2(x – 1),      cioè      y = 2x
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fig. 6

Esempio
Sia data la funzione

f :  IR  (  IR :  x  (  
[image: image28.wmf]3
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sia x0 = 0. Il rapporto incrementale della funzione  f  relativo al punto  x0 = 0  e                  all’ incremento h ( 0 è:
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passando al limite per  h ( 0  , si ha:
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quindi la funzione  f  non è derivabile nel punto x0. Geometricamente, tale risultato si interpreta affermando che la tangente al grafico della funzione  f  nel punto  (0 ; 0)  è l’ asse y.

Il grafico di  f  è riportato nella figura sottostante (fig. 7).
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fig. 7

Esempio
Consideriamo adesso una funzione definita diversamente in due intervalli di IR:
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e sia x0 = 1.

Il rapporto incrementale sinistro  (h < 0)  di  f  relativo ad x0 = 1  è
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Il rapporto incrementale destro  (h > 0)  di  f  relativo ad x0 = 1  è


[image: image33.wmf]3

h

h

3

h

2

1

)

h

1

(

3

x

f

=

=

-

-

+

=

D

D


passando al limite si ha:
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da cui si vede che 
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e quindi che  f  è derivabile nel punto considerato. Risulta:

f’(1) = 3

Il grafico di  f  è riportato nella figura sottostante (fig. 8). Si noti che la tangente alla curva nel punto (1 ; 2)  è (ovviamente)  la retta stessa  y = 3x – 1.
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fig. 8

3.3.3
Continuità delle funzioni derivabili

Sia f una funzione derivabile nel punto x0. 

Questo vuol dire che in prossimità del punto x0 si ha 
[image: image38.wmf])

(

'

)

(

)

(

0

0

0

x

f

x

x

x

f

x

f

@

-

-
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 è, per x molto vicino a x0, proporzionale a x - x0 secondo il fattore 
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. In modo intuitivo possiamo quindi dire che se l’incremento x - x0 è piccolo proporzionalmente piccolo sarà anche 
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, il che ci porta a dire che 
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 quando x tende a x0. Ci aspettiamo quindi che  f sia anche continua in x0.

Formalizziamo quanto appena detto nel teorema seguente.

Teorema.
Se una funzione è derivabile nel punto x0 allora in quel punto è continua.

Dim.:

Per dimostrare che f è continua in x0 vogliamo dimostrare che 
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Consideriamo 
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 possiamo moltiplicare e dividere per 
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Passando al limite:
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Per ipotesi esiste ed è finito il 
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 che indichiamo con 
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La (1) diventa quindi:
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 che è quanto volevamo dimostrare.

Osservazione didattica:

E’ opportuno far notare alla classe che, al contrario, la continuità in un punto non implica la derivabilità in quel punto, ovvero NON vale il viceversa del Teorema precedentemente dimostrato.

L’interpretazione geometrica della derivata permette di renderci conto in modo rapido ed espressivo del fatto che una funzione y=f(x) può essere continua in un punto senza essere ivi derivabile, pensiamo infatti a curve continue con punti angolosi in cui esistono due tangenti diverse alla curva.
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E’ utile poi, per convincere ulteriormente gli alunni, fornire alcuni esempi di funzioni continue in un punto ma non derivabili in quel punto.

Esempio 1
La funzione y=|x| è continua  ma non è derivabile nell’origine. E’ possibile verificarlo tramite limite del rapporto incrementale e risulta evidente dal grafico della funzione.
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Esempio 2

La funzione 
[image: image56.wmf]3

x

y

=

 è continua per ogni x in ( e quindi anche in x0=0. Non è però derivabile in questo punto. Questo esempio mostra un caso di non derivabilità diverso dal precedente perché per questa funzione la tangente nell’origine è unica ma è l’asse y (il limite del rapporto incrementale esiste ma non è finito).
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Esempio 3

Sia  
[image: image57.wmf]3
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. Essa è continua nel punto  x0 = 5 , ma non è qui derivabile. Nel punto P(5 ; 0)  concorrono due rami della curva, entrambi tangenti in  P  alla retta  x = 5 . Il punto P è chiamato cuspide.
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Negli esempi riportati la derivata della funzione non esiste o in un solo punto oppure in un numero finito di punti. Esistono però anche esempi più singolari, in quanto sono state costruite funzioni continue in un intervallo e non derivabili in alcun punto di questo intervallo (vedi esempi 4 e 5). Questo risulta abbastanza sorprendente visto il significato geometrico della derivata, dato che la tangente è l’elemento più semplice che la nostra intuizione collega all’andamento di una curva piana in un suo punto. E’ proprio per questa difficoltà della nostra intuizione a staccarsi dall’immaginare una linea continua dotata di tangente, escluso al più un numero finito di punti, che per molto tempo si è commesso l’errore di ammettere che ogni funzione continua in un intervallo fosse ivi generalmente derivabile, cioè avesse derivata in tutto l’intervallo tranne al più un numero finito di punti.

Esempio 4

La curva di Peano

Una curva di Peano è una curva parametrizzata da una funzione continua dall’intervallo [0,1] al quadrato Q. Una curva di Peano è costruita generalmente come limite di una successione di curve.
Per costruire la curva di Peano su un quadrato lo si divide  in 4 parti e si considerano i centri dei sottoquadrati. Si congiungono con dei segmenti (prima figura) e si divide  poi ognuno dei sottoquadrati in 4 sotto-sottoquadrati e si congiungono come nella seconda figura. Continuando il procedimento si riempie tutto il quadrato con una curva continua ma non derivabile in nessun punto.
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Esempio 5 

Curva di Koch
L’algoritmo della curva di Koch consiste nella ripetizione dei seguenti passi.
Partendo da un segmento di determinata lunghezza:

1. dividere il segmento in tre segmenti uguali; 

2. cancellare il segmento centrale, sostituendolo con due segmenti identici che costituiscono i due lati di un triangolo equilatero; 

3. tornare al punto 1 per ognuno degli attuali segmenti. 

La curva che si ottiene procedendo all’infinito è continua ma non è derivabile in nessun punto.

Il disegno seguente mostra la curva dopo 5 iterazioni.
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3.3.4 Derivate di alcune funzioni elementari

Iniziamo questa sezione con il calcolo della derivata di alcune funzioni fondamentali; nel seguito daremo le regole generali per il calcolo delle derivate.

3.3.4.1 DERIVATA DI UNA COSTANTE
Essa è ovviamente uguale a 0, poiché il rapporto incrementale è sempre nullo.

3.3.4.2 DERIVATA DELLA FUNZIONE IDENTITÀ
Essa è ovviamente uguale a 1, poiché il rapporto incrementale è sempre uguale a 1.

3.3.4.3 DERIVATA DEL PRODOTTO DI UNA FUNZIONE PER UN NUMERO
Sia f una funzione a valori reali definita su di un intervallo I ed ivi derivabile, e sia c un numero reale qualsiasi. Allora la funzione 
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Questo è ovvio, infatti
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da cui il risultato passando al limite.

3.3.4.4 DERIVATA DELLA FUNZIONE SEN X
Tenendo conto che:
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si ha:
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quindi, passando al limite:
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ricordando che:
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e che:
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si ottiene:
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3.3.4.5 DERIVATA DELLA FUNZIONE COS X 
Tenendo conto che:
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si ha:
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quindi, passando al limite ed applicando le stesse considerazioni del caso precedente, si ottiene:
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3.3.4.6   DERIVATA DELLA FUNZIONE LOGARITMICA
Sia data la funzione 
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Applicando la regola della somma dei logaritmi, il limite del rapporto incrementale può essere scritto nella forma:
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ricordando che x non assume mai il valore 0, possiamo moltiplicare e dividere per x. Inoltre, applicando la regola di logaritmo di una potenza si ottiene:
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E’ noto che la funzione argomento del logaritmo tende ad e al tendere di h a 0; quindi possiamo concludere che:
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Naturalmente nel caso a = e, otteniamo:
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3.3.4.7   DERIVATA DELLA FUNZIONE ESPONENZIALE
Sia data la funzione 
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Applicando la regola dell’esponenziale della somma, il limite del rapporto incrementale può essere scritto nella forma:
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Si può dimostrare che il limite a secondo membro di quest’ultima espressione è 
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Considerando che si può avere che h tende a 0 soltanto se y tende all’infinito, abbiamo:
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Sfruttando questo risultato, concludiamo che, per ogni x reale si ha
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In particolare, si ha                      
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3.3.5
   Regole di derivazione

Vediamo ora le regole generali per il calcolo delle derivate.

3.3.5.1 DERIVATA DELLA SOMMA
Siano f e g due funzioni definite su di un intervallo reale I ed ivi derivabili. Allora la funzione f + g è anch’essa derivabile su I e la derivata vale
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E’ immediato riconoscere come questo risultato discenda direttamente dal limite della somma.

Notiamo che, poiché f + g è anch’essa una funzione derivabile su I, si ha 
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laddove h sia una funzione derivabile su I. 

Il risultato è generalizzato in modo ovvio ad n addendi.

Esempio   
La derivata della funzione 
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il rapporto incrementale si sviluppa come segue
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Passando al limite ritroviamo la tesi.

3.3.5.2 DERIVATA DEL PRODOTTO  (REGOLA DI LEIBNIZ)
Siano f e g due funzioni definite su di un intervallo reale I ed ivi derivabili. Allora la funzione fg è anch’essa derivabile su I e la derivata vale
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Il rapporto incrementale della funzione prodotto assume la forma
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Quindi passando al limite si ottiene
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Notiamo che, poiché fg è anch’essa una funzione derivabile su I, si ha 
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laddove h sia una funzione derivabile su I. 

Il risultato è generalizzato in modo ovvio ad n fattori.

Esempio

Deduciamo di nuovo, in un altro modo, che la derivata della funzione 
[image: image99.wmf]n

x

è 
[image: image100.wmf]1

n

nx

-

. Tenendo conto del fatto che


[image: image101.wmf]........

n

nvolte

xxxx

=×××

1442443


e del fatto, già mostrato, che la derivata di x è 1, otteniamo, applicando la regola di derivazione del prodotto, il risultato
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Una dimostrazione più elegante e rigorosa dell’esempio di sopra può essere data utilizzando il principio di induzione.

Infatti verificato che 
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e supposta la regola vera per n, si vede che per n+1 vale
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Nota didattica
La regola data per la derivazione delle potenze naturali di x, può essere generalizzata a potenze reali; ovviamente nel caso in cui x sia positivo, altrimenti la potenza reale non è definita.

Dimostreremo questo risultato in modo agevole, dopo avere dimostrato la regola di derivazione di una funzione composta 

Nota didattica
Dalla regola di derivazione di una potenza naturale di x e dalla derivata di una costante e di una funzione per una costante, deduciamo che tutti i polinomi sono funzioni derivabili e la loro derivata è un polinomio di grado inferiore di un’unità.

3.3.5.3   DERIVATA DELLA FUNZIONE RECIPROCA
Sia f una funzione definita su di un intervallo reale I ed ivi derivabile; inoltre f sia non nulla in alcun punto di I. Allora la funzione reciproca di f è anch’essa derivabile su I e la derivata vale
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La dimostrazione è banale. Notiamo che il rapporto incrementale assume la forma
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passando al limite si ha
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Osservazione didattica
Riconosciamo subito che 
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Questo risultato è di grande importanza in Fisica; infatti, come già studiato, esprime la relazione tra un campo centrale ed il rispettivo potenziale.

3.3.5.4   DERIVATA DEL QUOZIENTE
Siano f e g due funzioni definite su di un intervallo reale I ed ivi derivabili; inoltre g sia non nulla in alcun punto di I Allora la funzione quoziente f/g è anch’essa derivabile su I e la derivata vale
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Questo risultato discende direttamente dalle due proposizioni dimostrate precedentemente, infatti applicando la regola per la derivata del prodotto, possiamo scrivere
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A questo punto, ricordiamo la regola per la derivata della funzione reciproca, e scriviamo
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che è la tesi.

Esempio
Calcoliamo la derivata di tg(x).
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3.3.6
   Derivata di una funzione composta

Sia f una funzione strettamente monotona definita su di un intervallo reale I ed ivi derivabile. Detto J l’intervallo immagine di f, sia g una funzione derivabile su J. Allora la funzione composta 
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 è anch’essa derivabile su I e la derivata vale
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Poiché f è strettamente monotona, è possibile dividere numeratore e denominatore del rapporto incrementale per (f(x + h) – f(x)). In tal modo si ottiene
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passando al limite
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che è la tesi.

Nota didattica
Nella dimostrazione abbiamo usato la monotonicità stretta di f per poter separare il rapporto incrementale della funzione composta nel prodotto dei rapporti incrementali delle due funzioni; se non avessimo imposto questa condizione su f, la dimostrazione fornita non sarebbe valida, poiché esisterebbero almeno due punti di I, x ed x + h per i quali si avrebbe
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Come approfondimento possiamo mostrare che il risultato visto sopra vale anche se cade l’ipotesi che f sia monotona, ma la dimostrazione prevede l’utilizzo di una considerazione leggermente più complessa. 

Dalla continuità delle funzioni derivabili discende che l’incremento di una funzione f in un intorno di un punto x, può essere scritto nella forma
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dove (  è una funzione definita in un intorno di x, per la quale vale che
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Senza perdita di generalità, possiamo quindi richiedere che ( sia anche continua in x, imponendo che 
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Se utilizziamo questo risultato nel rapporto incrementale di g rispetto ai valori trasformati da f, otteniamo
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Passando al limite, si ottiene


[image: image122.wmf]000

()()()()

'(())limlim((),()())lim

'(())'()0'()

hhh

fxhfxfxhfx

gfxfxfxhfx

hh

gfxfxfx

s

®®®

+-+-

×++-×=

=×+×


che è la tesi. 

Esempio

Calcoliamo la derivata di 
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Possiamo scrivere
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quindi, applicando la derivata della funzione composta
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3.3.6.1   FUNZIONI PARI E DISPARI
Sia f  una funzione reale definita su di un intervallo reale 
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ed ivi derivabile.

Sia inoltre f una funzione pari, ovvero 
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Allora 
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Infatti vale sempre 
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Analogamente la derivata prima di una funzione dispari è una funzione pari.

3.3.7   Derivata della funzione inversa

Sia f una funzione continua e strettamente monotona (quindi iniettiva) definita su di un intervallo reale I e derivabile in un punto x tale che 
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 la sua funzione inversa (definita su J e a valori su I). Allora la funzione 
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 è anch’essa derivabile nel punto y = f(x) e la derivata vale
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Notiamo che, essendo la f derivabile e quindi continua, comunque preso un intorno di raggio h di y = f(x), si ha sempre un intorno di x di raggio k, per cui si ha
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Quindi, ponendo 
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Passando al limite, quindi, si ottiene la tesi
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Nota didattica
Nell’enunciato abbiamo preteso che f’ sia non nulla in x; questo serve per evitare che il limite del rapporto incrementale dell’inversa diverga, come vediamo dai passaggi eseguiti.

D’altra parte notiamo che questa ipotesi non è implicita nella monotonicità stretta della f, infatti ogni funzione della forma 
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ha derivata nulla in 0, pur essendo strettamente monotona.

Nota didattica
Se esiste la funzione inversa di una funzione f, il suo grafico si ottiene facilmente a partire da quello di f. Supponiamo di avere un foglio rettangolare di carta trasparente su cui sia disegnato il grafico di una funzione f (ovviamente iniettiva, poiché deve essere invertibile) rappresentato su di un sistema di assi coordinati ortogonali e paralleli ai lati del foglio. Giriamo di  il foglio attorno al lato a sinistra dell’asse delle ordinate e ad esso parallelo, quindi ruotiamo in senso orario di  attorno all’origine degli assi.

Il grafico così trovato è il grafico della funzione inversa della f.

Esempio

Ricalcoliamo la derivata del logaritmo tramite la regola della derivata della funzione inversa applicata dell’esponenziale. Abbiamo
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Tabella riassuntiva delle derivate di funzioni fondamentali

	Funzioni
	Derivate
	Funzioni
	Derivate

	y=c
	y’=0
	y=log x
	
[image: image143.wmf]x

y

1

'

=



	y=xn
	y’=nxn-1
	y=ax
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	y=sen x
	y’=cos x
	y=ex
	y’=ex

	y=cos x
	y’=-sen x
	y=arc sen x
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	y=tg x
	
[image: image146.wmf]x

tg

x

y

2

2

1

cos

1

'

+

=

=


	y=arc cos x
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	y=cotg x
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	y=arc tg x
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	y= arc cotg x
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	y=[f(x)]g(x)
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	y=logax
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3.3.8   Derivate di ordine superiore al primo

Sia y=f(x) una funzione definita nell’intervallo (a,b) che ammette derivata in ogni punto dell’intervallo.

E’ possibile quindi considerare la funzione che ad ogni x dell’intervallo associa il valore della derivata di f in x, che è un numero reale, che indichiamo con 
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Se anche la funzione 
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 è derivabile nell’intervallo allora si può, in modo analogo, considerare la funzione che ad ogni punto associa la derivata della 
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 in quel punto.

Questa funzione si chiama derivata seconda di f e si indica con 
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Analogamente, se la derivata seconda è derivabile, si può considerare la sua derivata che si chiama derivata terza 
[image: image163.wmf])
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. Proseguendo si viene al concetto di derivata di ordine n, con n numero intero positivo qualsiasi.

Esempio 
Sia data la seguente funzione :
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Calcoliamo le derivate, si ha:
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Osservazione didattica

questa funzione ha derivate di ordine n per ogni n > 0, le derivate dal quinto ordine in poi risultano nulle. In generale una funzione polinomiale di grado n ammette derivate di ogni ordine che si annullano dal grado n +1 in poi.

Esempio 2
Sia data la funzione seguente:
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Calcoliamo derivata prima e seconda di f:
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3.3.9 
  Le derivate delle funzioni con Derive 
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A questo punto gli studenti saranno portati in laboratorio, inteso come “ambiente” di simulazione, di stimolo e di apprendimento di concetti teorici propri della matematica. 
a) LE DERIVATE  CON DERIVE
Il comando di Derive che permette di svolgere le derivate è Calcola,  con il sottocomando Derivata.

· Nella finestra di dialogo corrispondente, dobbiamo confermare o inserire i seguenti dati: la funzione, l’espressione analitica della variabile, l’ordine di derivazione.

· Con il bottone Semplifica otteniamo l’inserimento del risultato della derivata nella finestra algebrica.

· Con il bottone OK inseriamo l’impostazione della derivata, che possiamo svolgere con il comando Semplifica_Base.

Esempio 1. Calcolare con Derive la derivata della seguente funzione: y = -x2 + 4(x.

Svolgimento.

· Scrivere in Autor la funzione  –x^2 + 4x;

· premuto invio sullo schermo apparirà 
#1: -x2 + 4 ( x;

· se diamo il comando Calcola_Derivata, compare la finestra di dialogo. Se facciamo clic su Semplifica otteniamo il calcolo immediato della derivata:


#2: 
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#3:  4 – 2 ( x.

· Altrimenti possiamo fare clic su OK ottenendo l’impostazione della derivata:


#4: 
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· Per ottenere lo svolgimento la derivata, dobbiamo usare il bottone Semplifica_Base.


#5:  4 – 2 ( x.

b) L’EQUAZIONE DELLA RETTA TANGENTE AL GRAFICO DI UNA FUNZIONE

Esempio 2. Calcoliamo le equazioni delle rette tangenti al grafico della funzione:
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nei suoi punti di ascissa -1, 1 e 3.

Tracciamo, poi, il grafico della funzione e le tangenti.

Svolgimento.

Giova far notare alla classe che per significato geometrico della derivata, l’equazione di una tangente al grafico di una funzione di equazione y = f(x) in suo punto di ascissa x0 è:
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che, esplicitata, diventa:
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Inseriamo un titolo

Attiviamo Derive e con Crea_Espressione scriviamo il titolo del lavoro: “Tangenti al grafico di una funzione”.


#1:  “Tangenti al grafico di  una funzione”

Inseriamo l’equazione della funzione

Nella riga di editazione di Crea_Espressione digitiamo l’espressione della funzione:   x^3 – 4x^2 – 3x + 2. La inseriamo nella finestra algebrica con OK.


#2:
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Calcoliamo la derivata

Facciamo clic sul comando Calcola e nella tendina scegliamo il sottocomando Derivata. Nella corrispondente finestra di dialogo confermiamo i dati proposti da Derive: l’espressione analitica della funzione (quella evidenziata al momento dell’uso del comando), la variabile di derivazione (in questo caso la x) e l’ordine di derivazione (il primo). Dando OK, vediamo comparire l’impostazione della derivata prima della funzione:


#3: 
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Con il comando Semplifica_Base otteniamo il suo svolgimento:


#4: =
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Assegniamo un nome alla funzione e alla derivata prima

Per applicare la formula della tangente, abbiamo bisogno dei valori della funzione e della derivata prima, quindi li inseriamo nella finestra algebrica con il simbolo di assegnazione, dando loro, rispettivamente i nomi F e D.

Evidenziamo con il mouse l’etichetta #2 e diamo Crea_Espressione. Digitiamo i caratteri: F(x): = x^3 - 4x^2 - 3x + 2. Con OK  la inseriamo:


#5:
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Operiamo in modo analogo per la derivata e otteniamo:


#6:
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Immettiamo la formula della tangente

Con Crea_Espressione digitiamo la formula generica della tangente con la y esplicitata: y = D(a)*x - a*D(a) + F(a) e con OK  la immettiamo nella finestra algebrica.


#7:
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Osservazione didattica. Nella formula abbiamo sostituito 
[image: image179.wmf]0
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con a, perché Derive richiede che le variabili siano indicate con un solo carattere, a meno che non diamo una diversa impostazione con il comando Dichiara_Stato dell’Algebra Inserimento.

Ricaviamo le equazioni delle tangenti

Evidenziamo l’etichetta contente la formula e usiamo il comando Semplifica_Sostituisci. Nella finestra di dialogo, facciamo clic prima sul parametro a, e poi sulla riga di sostituzione della x e della y. Premiamo il bottone Semplifica e otteniamo l’equazione della prima tangente.


#8:
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Operiamo similmente per gli altri due punti, sostituendo ad a, rispettivamente, i valori 1 e 3 e otteniamo:


#9:
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#10:
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Nota didattica. Si fa notare agli studenti che i valori delle derivate calcolate nei tre punti, cioè i tre coefficienti angolari delle tangenti, sono rispettivamente: positivo, negativo e nullo. Il docente stimola gli studenti ponendo tale quesito: “Cosa si può dire sull’andamento della curva in tali punti”?

Tracciamo i grafici della funzione e delle tra tangenti

Evidenziamo l’etichetta  #2, entriamo in ambiente grafico a due dimensioni, facendo clic sul bottone Finestra_Grafici-2-D. Usiamo poi il comando Traccia!, per ottenere il grafico della curva.

Ritorniamo nella finestra algebrica, mediante il bottone corrispondente. Evidenziamo l’etichetta #8 e operiamo in modo simile a prima per ottenere il grafico della prima tangente. Facciamo lo stesso per la seconda tangente contenuta nell’etichetta #9 e per la terza tangente contenuta nell’etichetta #10. 

Inquadriamo il grafico

Inquadriamo l’andamento della curva premendo due volte il bottone degli Zoom, Riduci verticalmente (il secondo da sinistra). Il fattore di scala per la x resta 1, quello della y diventa 5. 

Personalizziamo il grafico

Inseriamo nel grafico l’espressione della funzione che stiamo esaminando. Usiamo il comando Opzioni_assi e, nel campo y, digitiamo: x^3 - 4x^2 - 3x + 2.

Diamo i nomi A, B e C ai punti di tangenza. Facciamo clic “vicino” al primo punto: notiamo che la croce si sposta in quella posizione. Diamo il comando Varia_annotazione e nella relativa riga di dialogo digitiamo la lettera A. Operiamo nello stesso modo per i punti B e C.
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3.3.10 
 Applicazioni delle derivate alla Fisica

3.3.10.1   VELOCITA’ MEDIA E VELOCITA’ ISTANTANEA
In fisica per lo studio di un moto si scrive la legge oraria:
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ossia una funzione in cui lo spazio percorso s è la variabile dipendente e il tempo t impiegato a percorrerlo è la variabile indipendente.

Esempio 1. Nel moto uniforme la legge oraria è
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dove 
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 è la velocità costante ed 
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lo spazio al tempo 
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Esempio 2. Nel moto uniformemente accelerato la legge oraria è
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dove a è l’accelerazione costante, 
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 e 
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 sono la velocità e lo spazio al tempo t = 0.


La grandezza velocità media è definita dalla relazione:
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cioè la velocità media è il rapporto fra lo spazio percorso e il tempo (t impiegato a percorrerlo; quindi 
[image: image192.wmf]m
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 rappresenta il rapporto incrementale della legge oraria s = f(t).

Passando al limite del rapporto incrementale al tendere a zero dell’incremento (t, questo limite, se esiste, rappresenta la velocità istantanea che possiede il punto materiale all’istante t.
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Quindi la velocità istantanea è la derivata della funzione che rappresenta la legge oraria calcolata per l’istante che si sta considerando.

Esempio 1. Data la legge oraria:
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con s misurato in metri e t in secondi, calcoliamo la velocità istantanea all’istante          t = 2s.

Osservazione didattica. Scrivendo 2s, intendiamo 2 secondi. Il simbolo s indica l’unità di misura del tempo, il secondo.

Svolgimento. Poiché 
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Osservazione didattica. Con m/s indichiamo l’unità di misura della velocità: metri al secondo.

Da ciò si ricava che , in questo caso, la velocità istantanea è una costante: infatti la legge data è quella di un moto uniforme, ossia un moto in cui la velocità è sempre costante.

3.3.10.2   ACCELERAZIONE MEDIA E ACCELERAZIONE ISTANTANEA 

Data la legge oraria:
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abbiamo visto che la velocità istantanea è data dalla relazione:
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La grandezza accelerazione media è definita dal rapporto:


[image: image199.wmf]T

v

a

D

D

=


fra variazione della velocità istantanea e il tempo nel quale è avvenuta tale variazione, cioè l’accelerazione è il rapporto incrementale della funzione v(t).

Passando al limite del rapporto incrementale, al tendere a zero dell’incremento (t, questo limite, se esiste, rappresenta l’accelerazione istantanea che possiede il punto materiale all’istante t.
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L’accelerazione istantanea è quindi la derivata prima della funzione velocità rispetto al tempo, ossia la derivata seconda dello spazio rispetto al tempo.

Esempio 1. Data la legge oraria:
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Calcoliamo l’accelerazione all’istante t = 2s.

Svolgimento. Poiché  
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 possiamo affermare che:
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L’accelerazione risulta costante e uguale a 4m/s2, anche al tempo t = 2s; infatti la legge del moto assegnata è quella di un moto uniformemente accelerato.

Esempio 2. Data la legge oraria:
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calcoliamo l’accelerazione all’istante t = 2s.

Svolgimento. 
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L’accelerazione istantanea all’istante richiesto è di 36 m/s2.

3.3.10.3   MOTO OSCILLATORIO ARMONICO
Cominciamo con il definire il moto oscillatorio:

DEFINIZIONE. 
Un punto P si muove di moto oscillatorio quando percorre un segmento AA’ compiendo delle piccole escursioni attorno ad un punto fisso O in modo che ad ogni intervallo di tempo T, detto periodo, il suo moto riprende gli stessi caratteri.

L’intero movimento del punto da A  a   A’, e viceversa, si dice oscillazione completa.

Il periodo T è il tempo necessario a compiere un’oscillazione.

La frequenza v è il numero delle oscillazioni al secondo.

Il centro di oscillazione è il punto O, medio di AA’.

L’ampiezza dell’oscillazione è la distanza del centro O dagli estremi.

Tra i moti oscillatori ha notevole importanza il moto armonico semplice perché schematizza molti fenomeni fisici vibratori (elastici; elettromagnetici; ecc…).

Sia dato un punto P che, nel suo moto, descriva una circonferenza di centro O e raggio r, con moto uniforme di velocità angolare (costante) w.

Riferiamo il piano ad un sistema cartesiano ortogonale Oxy come è indicato nella figura seguente.


Ci proponiamo di studiare il moto della proiezione Q di P sull’asse delle x, cioè dell’ascissa di P.

Se indichiamo con
[image: image209.wmf]j

 l’angolo 
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, si ha:
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La (1) è l’equazione del moto di Q.

Quando P si trova in a anche Q coincide con A; mentre P descrive la semicirconferenza ABA’ il punto Q descrive il diametro AA’ da A verso A’, e i punti P e Q raggiungono insieme il punto A’;  poi,  mentre da  A’  ad  A e  P e Q arrivano contemporaneamente in A.

Concludendo: se il punto P descrive con moto uniforme la circonferenza di centro O e raggio r, il punto Q compie un’oscillazione completa attorno al punto O percorrendo il diametro AA’ due volte prima in un senso poi nell’altro. Ad ogni giro di P, il punto Q compie un’oscillazione eguale a quella descritta.

Un tale moto si dice moto armonico semplice od oscillazione armonica.

Nel moto armonico di equazione (1):

r è detto l’ampiezza; 
x l’elongazione;
      w la pulsazione; 
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 la fase all’istante t.

La (1) rappresenta un moto periodico di periodo :
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Infatti, tenendo conto che la funzione coseno è periodica di periodo 2(, si ha successivamente:
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La velocità del moto armonico si ottiene derivando, rispetto al tempo, la (1):

(2)   
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L’accelerazione del moto armonico si ottiene, analogamente, derivando, rispetto al tempo, la (2):

                                    (3)  
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La (3) evidenzia che nel moto armonico l’accelerazione è proporzionale e di segno contrario allo spazio x, cioè sempre rivolta verso il centro O di oscillazione e proporzionale alla distanza da esso. Si suol dire anche che l’accelerazione è proporzionale allo spostamento con coefficiente di proporzionalità eguale al quadrato della pulsazione preso con segno cambiato.

Si può dimostrare che ogni moto che gode di questa proprietà è armonico: si tratta dunque di una proprietà caratteristica di tali moti.

3.3.10.4   INTENSITA’ DI CORRENTE ELETTRICA

Supponiamo che attraverso la sezione di un filo conduttore passi nell’intervallo  [0, t ] secondi la quantità q(t) di carica elettrica. La differenza:

q( t + (t) - q(t),

rappresenta la quantità di carica passata attraverso la sezione del filo conduttore nell’intervallo di tempo che va dall’istante [0, t] all’istante [0, t + (t]. Il rapporto:
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tra la quantità di carica passata attraverso la sezione del filo, ed il tempo (t durante il quale è avvenuto questo passaggio, si chiama intensità media della corrente considerata. Il limite:
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si chiama intensità della corrente all’istante t.

Esempio 1. Attraverso la sezione di un filo conduttore passa una quantità q di carica elettrica che è legata al tempo dalla relazione: 
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Trovare l’intensità di corrente all’istante t = 2s.

Svolgimento. Si ha:
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3.3.10.5   COEFFICIENTE DI DILATAZIONE LINEARE

Sia l(x) la lunghezza di una certa sbarra di metallo alla temperatura T.

L’incremento: 
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 rappresenta l’allungamento subito da tutta la sbarra nel passare dalla temperatura T alla temperatura 
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Il quoziente:  
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, rappresenta l’allungamento medio della sbarra nell’unità di temperatura, mentre il prodotto:
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Rappresenta l’allungamento medio dell’unità di sbarra per la variazione unitaria di temperatura.

Il limite:
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si chiama coefficiente di dilatazione lineare della sbarra alla temperatura T.

In modo del tutto analogo si definisce il coefficiente di dilatazione superficiale ed il coefficiente di dilatazione cubica. 

3.3.10.6   FORZA ELETTROMOTRICE INDOTTA (E AUTOINDOTTA)

Sia 
[image: image231.wmf])
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la funzione del tempo che rappresenta il flusso del vettore induzione magnetica concatenato con un circuito. E’ noto dalla fisica che nel fenomeno di induzione elettromagnetica la corrente indotta è in ogni caso provocata da una variazione del flusso 
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 concatenato con il circuito.

Precisamente, la forza elettromotrice (f.e.m.) indotta che si genera è determinata dalla legge di Faraday - Neumann: la f.e.m. indotta è direttamente proporzionale alla variazione del flusso concatenato con il circuito e inversamente proporzionale al tempo in cui tale variazione si è verificata.

Pertanto la f.e.m., Em, relativa all’intervallo di tempo [t, t + (t], è data da:
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mentre la f.e.m. indotta all’istante t è il limite del rapporto precedente:

(1)  
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Il segno – sta ad indicare che: la corrente indotta ha verso tale da opporsi con le sue azioni magnetiche alla causa che l’ha prodotta (legge di Lenz).

Inoltre, essendo per la legge di Ohm: 
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con la quale si ha l’intensità di corrente all’istante t.

In particolare, se varia la corrente che percorre il circuito, si ha una variazione del flusso concatenato al circuito stesso e quindi si produce una f.e.m. autoindotta. In generale è possibile associare ad ogni circuito una grandezza L, detta coefficiente di autoinduzione, o induttanza, che dipende sempre dalle caratteristiche geometriche del circuito, e che esprime il rapporto tra i valori istantanei del flusso 
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 concatenati con il circuito, e della corrente i(t) che attraversa il circuito; cioè:
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Al variare dell’intensità di corrente si genere una f.e.m.  autoindotta che, per la legge di Faraday – Neumann è data dalla formula:
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3.3.11 
 Applicazioni delle derivate all’Economia

3.3.11.1   UN CICLOMOTORE IN PIU’
Il docente propone agli studenti un utilizzo della derivata di una funzione, presentando il significato economico del “Costo marginale”. 

Si propone una situazione tipicamente discreta che ben presto viene modellizzata usando variabili continue, come spesso si fa nelle applicazioni. Ovviamente il lavoro e le dimostrazioni matematiche riguardano il modello continuo, che però può essere utilizzato per interpretare i fenomeni discreti corrispondenti. 

L’attività viene descritta in tre fasi:

Prima fase 
L’attività inizia con la presentazione di un problema, di tipo economico. 

Si suppone che una fabbrica di motorini produca x ciclomotori al giorno, con x intero, compreso tra 0 e 100, estremi inclusi. Il costo, in euro, della produzione di x motorini, è dato dalla funzione 

C(x) = 2000 + 300x - 
[image: image240.wmf]2
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.

Supponendo che ne possano essere prodotti 50 al giorno, si chiede il costo di un eventuale 51-mo. 

Come prima riflessione sul problema risulta significativo esaminare la struttura della funzione C(x), osservando i termini che compaiono e riflettendo sul loro significato, relativamente alla situazione rappresentativa di un modello di realtà produttiva. In termini di costi di produzione, compaiono un costo fisso (in questo caso 2000 euro), una parte che aumenta, qui linearmente, con le unità prodotte (300 euro per ogni unità prodotta x), una diminuzione, più sensibile con l’aumentare delle unità prodotte (
[image: image241.wmf]2
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x

). Da queste conclusioni, che discendono facilmente dalla formalizzazione algebrica presentata, ma bastano a rendere realistico l’uso di una tale funzione per una situazione del tipo proposto, si passa alla risoluzione richiesta. 

Il problema viene risolto calcolando il costo C(51) - C(50): 

C(50) = 2000 + 300 . 50 - 
[image: image242.wmf]2
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 = 15750

C(51) = 2000 + 300 . 51 -
[image: image243.wmf]2
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 = 15999,50.

La differenza risulta 

C(51) - C(50) = 249,50

e rappresenta il costo, in euro (il cui simbolo è sottinteso nei passaggi precedenti) di un ciclomotore aggiuntivo, nella situazione che la produzione giornaliera sia fissata alle        50 unità. 

Facendo calcolare ai ragazzi i costi di un eventuale motorino in più in situazioni di produzione giornaliera diverse da quella di 50 unità assegnata in precedenza, si fa osservare che il risultato cambia, quindi il costo dipende dal valore x fissato. 

Seconda fase 
Il docente fa notare alla classe che si può  affrontare il problema da un altro punto di vista. 

In economia, si definisce ‘Costo marginale’ la derivata di C rispetto a x, e viene proprio usata per calcolare il costo aggiuntivo di un’ipotetica ulteriore unità in produzione. 

Si propone, a questo punto di calcolare il costo marginale, per il valore x = 50, facendo uso della derivata; in tal caso, si assume che x possa essere un numero reale qualunque e che la funzione C(x) sia differenziabile. 

Poiché risulta 

C’(x) = 300 - x, 

allora 

C’(50) = 250. 

Il valore C’(50) differisce di poco da C(51) - C(50), ma non coincide con esso. 

Vanno quindi approfonditi i due diversi approcci affrontati per giustificare i risultati. 

Dapprima è necessario richiamare alcuni concetti di notevole importanza. 

Si ricorda che il differenziale di una funzione f(x) è dato da 

dy = f’(x)dx. 

Nel problema in esame, poniamo dx = Δx = 1,  per cui 

dy = f’(x), 

ossia il Costo marginale, definito uguale alla derivata della funzione Costo, coincide col differenziale, e quindi fornisce il costo dell’ipotetica unità aggiuntiva in produzione. 

Da un punto di vista geometrico, occorre evidenziare che da 

dy = f’(x)dx, 

si ottiene, dividendo per dx ≠ 0, 

f’(x) = 
[image: image244.wmf]dx

dy

.

Poiché 
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dy

 è la pendenza della tangente alla curva rappresentazione grafica della funzione y = f(x) in (x,y) e poiché dx = Δx, si ha che dy è la distanza della tangente rispetto alla parallela all’asse x per il punto (x,y). 


Nel problema assegnato, si applica quanto esposto al caso di y = C(x), con x = 50 e

Δx = 1: 

Δy = C(x+Δx) - C(x) = C(51) - C(50), 

mentre, secondo la definizione precedente, 

dy = C’(x) Δx = C’(50) ⋅ 1 = C’(50). 

Siccome dy è una buona approssimazione di Δy, si ha che C’(50) è una approssimazione di C(51)-C(50). Si conclude che il costo marginale C’(50) è una approssimazione del costo del successivo motorino, il 51-mo, e che in generale il costo marginale C’(k) costituisce una buona approssimazione del costo del (k+1)-esimo prodotto. 

Terza fase 
Con un’opportuna scelta della scala, si può graficare la curva, una parabola, per ipotizzare per quali valori di x il costo di un motorino aggiuntivo è minimo e verificare che ciò avviene per valori prossimi, da sinistra, al massimo della funzione. 

Nel testo assegnato, la variabilità di x era fissata nell’intervallo chiuso di estremi 0, 100; si studia ora l’andamento della funzione prescindendo da questi limiti, ma va precisato che non ha significato per il problema esaminare valori di x maggiori di quello per cui si raggiunge il massimo. 

Si procede alla ricerca del massimo, determinando il valore di x che rende nulla la derivata della funzione costo: 

C’(x) = 300 – x, 

C’ (x) = 0, ossia 300 – x = 0, per x  = 300. 

Il massimo si raggiunge per x = 300, e risulta efficace far notare, anche graficamente, che, se l’intervallo di variabilità arrivasse a tale valore, il costo di un’ulteriore unità in produzione sarebbe minimo; si può comunque calcolarlo come in prima fase, da: 

C (300) = 47000, C (299) = 46999,5 

e risulta di soli 0,5 €: 

C (300) -C (299) = 0,5. 

3.3.12 Tempi dell’intervento didattico

Per svolgere questa unità didattica si prevedono i seguenti tempi:

	Accertamento dei prerequisiti:
	1h

	Lezioni frontali e svolgimento degli esercizi:
	11h

	Verifica formativa + discussione:
	2h

	Attività di laboratorio:
	3h

	Consegna e correzione verifica sommativa:
	1h


Per un totale di 18 ore che, tenuto conto delle 5 ore settimanali di matematica, equivalgono a circa quattro settimane di lavoro. La previsione è da intendersi elastica, perché occorre tener conto dell’andamento e dei processi di apprendimento della classe. 

3.3.13 Verifica sommativa U.D. 

1. Calcolare con Derive le equazioni delle rette tangenti al grafico della funzione:
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nei suoi punti di ascissa  -1,  1  e  2.

Tracciare, poi, il grafico  della funzione e le tangenti.

2. Calcolare la derivata destra e la derivata sinistra della funzione 
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3. Calcolare la derivata delle seguenti funzioni:
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4. Data la funzione di equazione 
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, determiniamo k in modo che la tangente al suo grafico nel punto di ascissa 
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 formi un angolo di 135° con     l’asse x.

Griglia di valutazione per la verifica sommativa (compilata nelle sue parti)

	
	CONOSCENZA
	COMPETENZA
	CAPACITA’

	
	TOTALE
	OTTENUTI
	TOTALE
	OTTENUTI
	TOTALE
	OTTENUTI

	ESERCIZIO 1
	3
	
	3
	
	3
	

	ESERCIZIO 2
	2
	
	3
	
	3
	

	ESERCIZIO 3
	3
	
	3
	
	2
	

	ESERCIZIO 4
	4
	
	3
	
	4
	

	TOTALE
	12
	
	12
	
	12
	


CONCLUSIONI

L’intento del presente percorso didattico è stato quello di analizzare alcuni dei punti nodali sulle derivate e gli argomenti  che molto spesso vengono trattati in modo superficiale.

Fonte d’errore per l’alunno è l’uso di quelle che spesso vengono definite “ricette”, fornitegli sia dai libri che dai docenti per risolvere le derivate.

La strada suggerita in questo percorso didattico, è quella di non insistere troppo sulla complessità e ripetitività delle derivate, dovendosi privilegiare sempre, più che la risoluzione fine a se stessa, la comprensione delle loro caratteristiche e delle procedure da seguire.

Nel percorso didattico l’evidente richiamo ai software di carattere algebrico (CAS – Computer Algebra Systems, come Derive), si sottolinea inoltre l’importanza che bisogna dedicare oggi all’uso delle tecnologie nell’insegnamento della matematica. Anche nelle proposte dell’UMI, oltre nei programmi sperimentali PNI, si propone che, soprattutto oggi, l’insegnamento della matematica si deve confrontare con l’utilizzo di questi strumenti che permette al docente di far comprendere all’alunno con più facilità concetti astratti, di attirare la sua attenzione, di motivarlo e di farlo ragionare.
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