SSIS XVIII Ciclo – Corso di Laboratorio di didattica della matematica

Andreotti Mirco, Ludovico Maria Vittoria, Tarantini Caterina, Tinti Federica

UNITA’ DIDATTICA: IL PIANO CARTESIANO

DESTINATARI

Questa unità didattica è rivolta a studenti del 3° anno del Liceo Scientifico con sperimentazione P.N.I.(oppure nel 2° anno del liceo scientifico di ordinamento)  Anche se i programmi della legge  del liceo scientifico prevedono la trattazione di questo argomento in 2°.
PREREQUISITI

· teoria degli insiemi;

· calcolo algebrico;

· funzioni;

· equazioni e disequazioni di primo e secondo grado;

· geometria sintetica;

· valore assoluto.

ACCERTAMENTO DEI PREREQUISITI

Per la conoscenza degli argomenti di questa unità didattica è indispensabile la conoscenza dei prerequisiti sopra elencati. Come prova di accertamento dei prerequisiti utilizzeremo la verifica sommativa in allegato.
Cercheremo comunque di richiamare concetti e proprietà ogni volta che questi verranno utilizzati, eventualmente coinvolgendo gli studenti nel recupero di ciò che serve, attraverso opportune domande.

Tempi di svolgimento

10 ore di lezione frontale ed esercizi

4 ore verifica formativa e discussione

3 ore attività di laboratorio

2 verifica formativa

OBIETTIVI GENERALI

· acquisire le conoscenze, competenze e capacità previste dall’argomento piano cartesiano;
· contribuire a sviluppare l’interesse degli studenti per gli aspetti storico epistemologici  della matematica,e condurli ad inquadrare storicamente la nascita della geometria analitica 

· condurli ad utilizzare in maniera appropriata il lessico specifico della matematica e il simbolismo;

· sviluppare la capacità di utilizzare metodi, strumenti e modelli matematici in situazioni diverse
· Riconoscere il contributo dato dalla matematica allo sviluppo delle scienze sperimentali.

OBIETTIVI TRASVERSALI

· sviluppare l’attitudine alla comunicazione e ai rapporti interpersonali favorendo lo scambio di opinioni tra docente e allievo e fra gli allievi;
· perseguire e ampliare il processo di preparazione scientifica e culturale degli studenti.
· contribuire a sviluppare lo spirito critico e l’attitudine a riesaminare criticamente ed a sistemare logicamente le conoscenze acquisite;
· contribuire a sviluppare capacità logiche ed argomentative.

OBBIETTIVI SPECIFICI

Conoscenze

1. conoscere la definizione di coordinate cartesiane sulla retta;

2. conoscere le relazioni tra segmenti di una retta;

3. conoscere la definizione di punto medio di un segmento;

4. conoscere la definizione di distanza fra due punti di una retta;
5. conoscere la definizione di sistema di riferimento cartesiano; 
6. conoscere la definizione di distanza fra due punti nel piano;
7. conoscere la definizione del punto medio di un segmento nel piano;
Competenze 

1. data una retta ed un punto O saper definire un riferimento (o un sistema di ascisse);

2. dati due punti sulla retta saper determinare la lunghezza algebrica del segmento ed il relativo punto medio.
3. dati due punti qualsiasi sulla retta saper determinare la distanza fra i punti;

4. saper disegnare un punto di coordinate date su un sistema di riferimento cartesiano ortogonale;

5. saper calcolare la distanza tra due punti qualsiasi e relativo punto medio su un sistema di riferimento cartesiano ortogonale;

6. saper disegnare le due bisettrici dei quadranti 1-3 e 2-4 rispettivamente;
7. saper individuare le caratteristiche di particolari punti quali segno delle coordinate in corrispondenza dei differenti quadranti, punti appartenenti a uno dei due assi e altri casi particolari;

8. dati due sistemi cartesiani paralleli ed equiversi saper determinare le formule di traslazione da un sistema all’altro;
9. date le coordinate di un punto in un sistema di assi cartesiano saper determinare le sue coordinate in un sistema ruotato di 45°;
Capacità 

Saper utilizzare le conoscenze e le competenze acquisite per risolvere problemi come indicati di seguito:

1. date le coordinate di tre punti saper calcolare l’area e il perimetro del triangolo risultante;
2. date le coordinate di tre punti saper individuare le caratteristiche del triangolo risultante;

3. date le coordinate di un punto saper individuare il punto simmetrico ad esso rispetto ad un particolare asse o punto;

Essere in grado di applicare le conoscenze e le competenze acquisite anche i campi diversi, per esempio in fisica:

1. composizione dei vettori velocità;

2. scomposizione dei moti bidimensionali;

3. studio degli urti elastici;
Contenuti
1. Coordinate cartesiane sulla retta;
2. Relazioni tra segmenti di una retta;
3. Definizione di punto medio di un segmento;
4. Traslazione di un punto sulla retta; 

5. Distanza fra due punti di una retta;
6. Definizione di sistema di riferimento cartesiano; 
7. Definizione di distanza fra due punti nel piano;
8. Definizione del punto medio di un segmento nel piano;

9. Traslazione di un punto nel piano;

10.  Rotazioni particolari di un punto nel piano;

Sviluppo dei contenuti

1. Coordinate cartesiane sulla retta

Data una retta r fissiamo su di essa un punto O che chiamiamo origine, il quale divide r in due semirette. Scegliamo come semiretta positiva quella alla destra dell’origine e, di conseguenza, come semiretta negativa quella alla sinistra dell’origine come illustrato nel disegno.
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Questa scelta è del tutto arbitraria, si poteva anche effettuare la scelta opposta.  
Fissiamo un punto U e assumiamo come unità di misura il segmento OU=u. 

Dato un punto P qualsiasi sulla retta r associamo un numero reale x che chiamiamo ascissa di P e che avrà le seguenti caratteristiche:
· Sarà positivo o negativo a seconda che P appartenga rispettivamente alla semiretta positiva o negativa;
· Il |x| è la misura del segmento OP rispetto all’unità u.

Introduciamo la notazione P(x) per indicare che l’ascissa del punto P è x.

Esercizio

Fissiamo sulla retta r l’origine O di coordinate O(0) come indicato in figura. Consideriamo quindi su questa retta 3 punti di coordinate A(-3), B(-1) e C(3) e li rappresentiamo graficamente come riportato in figura:
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2. Relazione tra segmenti di una retta

Dati 2 punti A(a) e B(b) su una retta orientata r,  definiamo con AB il segmento orientato da A verso B e con BA il segmento orientato da B verso A. 

Fissato un segmento orientato AB definiamo la lunghezza algebrica AB come il numero reale ottenuto dalla seguente differenza:

AB=b-a
La lunghezza algebrica può risultare positiva o negativa a seconda che B segua A oppure B preceda A rispettivamente sulla retta orientata, come indicato nella seguente figura:

AB=b-a>0

[image: image2]
AB=b-a<0

[image: image3]
Applicazione: dati 3 punti A(a), B(b) e C(c) sulla retta verificare che :

AB+BC+=AC               ovvero


AB+BC+CA=0

nota come relazione di Chasles. Infatti



AB=b-a
BC=c-b
CA=a-c

e quindi


(b-a)+(c-b)+(a-c)=0

Esercizio
Fissiamo sulla retta r l’origine O di coordinate O(0) come indicato in figura. Consideriamo quindi su questa retta 3 punti di coordinate A(-3), B(-1) e C(3) e li rappresentiamo graficamente riferendoci al segmento unitario indicato a parte come riportato in figura:
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3. Punto medio di un segmento.

Sia M il punto medio di un segmento AB,con A(a) e B(b).

Per definizione di punto medio AM = MB, indicando con x l’ascissa di M si ha

x-a =b-x

da cui si ricava
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Possiamo dunque dire che l’ascissa del punto medio di un segmento è uguale alla semisomma delle ascisse degli estremi.



[image: image7]
Esercizio
Calcolare i punti medi delle seguenti coppie di punti: 

A(0) e B(4);  


[image: image8]
A(1) e B(8)


[image: image9]
A(-3) e B(3) ;  


[image: image10]
A(-3) e B(5) ;


[image: image11]
4. Traslazione sulla retta

Siano fissati su r due riferimento, che abbiano in comune l’orientamento su r e l’unità di misura u, ma con origini diverse O e O’.
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[image: image12]
Siano ora x e x’ le ascisse di un punto P rispetto ai due  riferimenti di origine O e O’.

Poiché OP=OO’+O’P, si ha x=a+x’, ovvero x’=x-a.

Tali formule prendono il nome di formule di traslazione su r. 
Esercizio
Dato il punto P(3) sulla retta di origine O determinare la coordinata dello stesso punto  sulla retta traslata di a = 2 di origine O’.

x’=x-a=3-2=1
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[image: image13]
5. Distanza tra due punti di una retta.

Fissiamo su una retta r due punti A(a) e B(b).

Si definisce distanza tra due A e B,o misura del segmento AB (che si indica con   ),il valore assoluto della lunghezza algebrica AB. Quindi abbiamo:


[image: image14.wmf]î

í

ì

£

-

³

-

=

-

=

a

b

se

b

a

a

b

se

a

b

a

b

AB


Dalla definizione segue che 
[image: image15.wmf]a
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, quindi geometricamente il valore assoluto di un numero reale a rappresenta la distanza del punto A(a) dall’origine.

Importante mostrare che a seguito di una traslazione la distanza fra 2 punti rimane invariata, quindi data una traslazione t si ha che:
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Esempi

1. Le soluzioni x = 1 e x = -1 dell’equazione 
[image: image17.wmf]1
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sono le ascisse dei punti A e B che Hanno distanza 1 dall’origine O. 
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2. Le soluzioni della disequazione  
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Sono date da 
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.Risolvere geometricamente la disequazione significa trovare sulla retta r i punti che hanno distanza dall’origine 
[image: image22.wmf]1
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.Tali punti sono quelli del segmento AB.
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Invece i punti esterni al segmento AB distano dall’origine più di 1e quindi hanno ascissa x< -1 o      x > 1 soluzioni della disequazione
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Esercizio
1. Si calcoli la distanza tra 2 punti sulla retta di coordinate A(-3) e B(5)


[image: image27]
2. Si verifichi che la distanza fra i punti  A(-3) e B(5) rimane invariata a seguito di una traslazione sulla retta pari a t=2.


[image: image28]
6. Coordinate cartesiane nel piano

Due rette tra loro incidenti,dette assi x e y, ciascuna dotata di un sistema di riferimento OUx e OUy avente come origine il loro punto di intersezione O,costituiscono un sistema di riferimento cartesiano nel piano.

Esso si indica con xOy e viene detto sistema di riferimento cartesiano ortogonale se gli assi sono ortogonali tra loro. L’asse orizzontale si dice asse delle x (o delle ascisse) e quello verticale asse delle y (o delle ordinate). Non è restrittivo fissare l’orientamento.

Sia ora P un punto qualsiasi del piano ,conduciamo  da P le parallele agli assi  e siano P1 e P2 le loro  intersezioni con l’asse delle ascisse e con quello delle ordinata. Sia x la coordinata di P1 nel riferimento fissato sull’asse delle ascisse e y la coordinata di P2 nel riferimento fissato sull’asse delle ordinate.


[image: image29]
In questo modo a ogni punto P del piano rimane associata la coppia ordinata di numeri reali di (x,y).

Viceversa a ogni coppia ordinata di numeri reali di (x,y) corrisponde nel piano un solo punto P,che si ottiene come intersezione delle parallele agli assi condotte rispettivamente per i punti P1(x) sull’asse x e P2(y) sull’asse y.

Si realizza una corrispondenza biunivoca tra i punti del piano e le coppie ordinate (x,y) di            R*R = R2.

I numeri reali x,y sono le coordinate di P dove x e y sono dette ascissa e ordinata del punto P.

Si può osservare che
[image: image30.wmf](
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.Se l’unità di misura fissata sugli assi x,y è la stessa cioè

OUx = OUy allora il sistema di coordinate cartesiane è detto monometrico,altrimenti se l’unità di misura è diversa per i due assi parleremo di sistema di coordinate cartesiane di metrico.In generale ci si riferisce a un sistema del primo tipo.

I due assi dividono il piano in quattro quadrati; i punti del piano appartenenti ai vari quadranti hanno le coordinate positive o negative secondo lo schema seguente:
	
	Ascissa
	Ordinata

	I quadrante
	+
	+

	II quadrante 
	-
	+

	III quadrante
	-
	-

	IV quadrante
	+
	-
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[image: image31]
Possiamo osservare:
1) I punti sull’asse x hanno ordinata nulla;

2) I punti dell’asse y hanno ascissa nulla;

3) L’origine O ha coordinate (0;0);

4) I punti appartenenti alla parallela all’asse x hanno tutti la stessa ordinata;

5) I punti appartenenti a una parallela all’asse y hanno tutti la stessa ascissa;

6) I punti appartenenti alla bisettrici del I e III quadrante hanno tutti le due coordinate uguali x=y;

7) I punti appartenenti alla bisettrice del II e IV quadrante hanno tutti le due coordinate opposte: x=-y;

8) Come si vede nella figura successiva, il simmetrico del punto P(a;b) rispetto:

· all’asse x




ha coordinate (a;-b),
· all’asse y




ha coordinate (-a;b),

· all’origine O



ha coordinate (-a;-b),

· alla bisettrice del I e III quadrante
ha coordinate (b,a)

· alla bisettrice del II e VI quadrante
ha coordinate (-b,-a).
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[image: image32]
Esercizio
Disegnare i 4 punti nel piano di coordinate P1(5,2), P2(-2,4), P3(-3,-1), P4(2,-2).


[image: image33]
7. Distanza fra due punti

Siano P1(x1; y1) e P2(x2; y2) due punti qualsiasi del piano. Vogliamo determinare la loro distanza d= P1 P2 ; dalla figura seguente si ricava
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Dal teorema di Pitagora applicato al triangolo P1HP2 segue allora che 
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cioè la distanza fra due punti è uguale alla radice quadrata della somma dei quadrati delle differenze delle coordinate omonime degli estremi.

In particolare, se P1 e P2 hanno ordinata uguale, y1, sarà
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 mentre se P1 e P2 hanno ordinata uguale, x1, sarà
. 
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Inoltre la distanza di P(x; y) dall’origine è 


[image: image40.wmf]2

2

y

x

OP

+

=


È molto importante sottolineare il fatto che la relazione ottenuta è valida solamente nel caso di un sistema di riferimento ortogonale, altrimenti non si potrebbe applicare il Teorema di Pitagora. Sarebbe interessante mostrare praticamente questa differenza determinando la distanza di un punto nel piano dall’origine in un sistema ortogonale e in non ortogonale utilizzando la rappresentazione grafica su un foglio di carta millimetrata, come mostrato nell’esercizio 2 che segue. 
Esercizio

1. Calcolare la distanza fra i punti nel piano di coordinate P1(4,2) e P2(8,5).


[image: image41]
2. verificare, per esempio con un punto P(4,3), che in un sistema non ortogonale non vale il teorema di Pitagora.

[image: image42]
8. Coordinate del punto medio di un segmento

Siano P1(x1; y1) e P2(x2; y2) due punti qualsiasi del piano e dia M(x;y) il punto medio del segmento  P1P2; siano inoltre  A1(x1; 0), B1(x2; 0), M1(x; 0) le proiezioni dei punti P1, P2, M sull’asse x e A2( 0; y1), B2(0; y2;), M2(0;y) le proiezioni di tali punti sull’asse y.
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[image: image43]
Per il teorema di Talete, i punti M1 , M2  sono rispettivamente i punti medi dei segmenti A1B1 e A2B2.  La ricordando la definizione di punto medio di un segmento si ha che le coordinate del punto medio M sono date rispettivamente dalle espressioni seguenti:
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Cioè le coordinate del punto medio di un segmento sono uguali alla semisomma delle coordinate omonime degli estremi
Esercizio

Determinare le coordinate del punto medio del segmento individuato dagli estremi di coordinate P1(4,2) e P2(8,5).


[image: image46]
9. Baricentro di un triangolo

Siano P1(x1; y1), P2(x2; y2) e P3(x3; y3) tre punti non allineati del piano e sia G(x; y) il baricentro del triangolo P1P2 P3:
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[image: image47]
Ricordando che il baricentro di un triangolo G è il punto di intersezione delle mediane e divide ciascuna di esse in due segmenti,dei quali quello che ha per estremo un vertice del triangolo è il doppio dell’altro, si ha
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E quindi per il teorema di Talete,
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Da cui si ottiene 
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Le coordinate del baricentro sono quindi
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Esercizio
Dati 3 punti di coordinate P1(1,1), P2(3,1) e P3(2,2) determinare il baricentro del triangolo individuato.
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9. Traslazione del piano

Consideriamo due riferimenti cartesiani xOy e XO1Y paralleli ed equiversi e siano (x0, y0) le coordinate di O1 rispetto al sistema xOy. Indichiamo con (x, y) e (X,Y) le coordinate di un punto P nel piano nei due riferimenti e osservando la figura si ha
x = OP1= O H1+ H1 P1= x0+X

y = OP2= O H2+ H2 P2= y0+Y
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Le formule
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 Si chiamano formule di traslazione e permettono di passare dal vecchio sistema di riferimento  xOy al nuovo XO1Y (e viceversa) traslato rispetto al primo; quando si conoscano le coordinate della nuova origine O1 rispetto al vecchio sistema di riferimento.
Esercizio

Dato un punto P(5,8) nel sistema xOy determinarne le coordinate nel nuovo sistema traslato XO1Y con con origine di coordinate O1(2,3) rispetto al sistema xOy.

[image: image59.wmf]î

í

ì

Þ

=

-

=

-

=

=

-

=

-

=

)

5

,

3

(

'

5

3

8

3

2

5

0

0

P

y

y

Y

x

x

X

                              

10. Rotazioni particolari

Sia xOy un sistema cartesiano nel piano
[image: image60.wmf]a

e XOY il sistema ottenuto ruotando xOy di angolo φ attorno a O,sempre nel piano 
[image: image61.wmf]a

(come in figura).

[image: image62]
Indicate con (x,y) e (X,Y) le coordinate di un punto P rispettivamente nei riferimenti xOy e XOY determiniamo per particolari angoli di φ passare da un sistema di riferimento all’altro.

· Rotazione di φ= 45°

Sia XOY il sistema ottenuto ruotando xOy di 45° in senso orario.Osservando la figura abbiamo 
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Essendo SH1= H1P si avrà ancora 
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Sarà anche 
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[image: image66]
Le formule che consentono di determinare le coordinate (x,y) in funzione di X e Y 
sono le seguenti:
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    Le formule inverse:  
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· rotazione di φ=- 45°
Sia XOY il sistema ottenuto ruotando xOy di - 45° cioè di 45° in senso orario.

Con dimostrazione analoga a quella precedente si ricavano le seguenti formule
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[image: image71]
· rotazione di φ= 90°

Per una rotazione di 90° l’asse X si sovrappone in direzione e verso all’asse y e l’asse Y si sovrappone all’asse x in verso opposto.

Le formule che mettono in relazione le coordinate di un punto P nei due sistemi xOy e XOY sono:    
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[image: image74]
· rotazione di φ= 180°

Per una rotazione di ampiezza 180° l’asse X si sovrappone all’asse x ma con verso opposto e così pure l’asse Y si sovrappone all’asse y con verso opposto. In questo caso le formule che mettono in relazione le coordinate di un punto P nei due sistemi
 sono: 
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[image: image77]
· rotazione di φ= 270°
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[image: image80]
Applicazione a tutte le rotazioni particolari viste sopra.
Dato un segmento delimitato dai punti P1(x1,y1) e P2(x2,y2) verificare per ogni tipo di rotazione, che a seguito di tale trasformazione la distanza fra i 2 punti rimane invariata.
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Analogamente per tutte le altre rotazioni si può verificare l’invarianza della lunghezza di un segmento.

VERIFICA SOMMATIVA
Esercizio-1
Calcolare il perimetro del triangolo individuato dai vertici P1(1,1), P2(3,1) e P3(2,2) in un sistema di riferimento ortogonale.

Esercizio-2

Calcolate l’area del triangolo individuato dai vertici P1(1,1), P2(3,1) e P3(2,2) in un sistema di riferimento ortogonale.

Esercizio-3
Dati i due punti P1(1,1) e P2(7,1) in un sistema ortogonale, determinare le coordinate del terzo punto P3 tale che il triangolo individuato dai punti  P1, P2, P3 sia isoscele con base P1, P2 e abbia perimetro pari a 16.
Esercizio-4

Rappresentare 3 punti non allineati a scelta in un sistema di riferimento ortogonale disegnato su un foglio di carta millimetrata, tracciarne i segmenti congiungenti i punti 1-2, 2-3 e 3-1,  determinare i 3 punti medi dei segmenti congiungenti, quindi tracciare le mediane e determinare graficamente le coordinate del punto d’incontro. Verificare quindi che queste coordinate corrispondono con quelle calcolate con le formule per la determinazione del baricentro. 
Esercizio-5
Dati 3 punti di coordinate P1(1,1), P2(3,1) e P3(2,1) tracciare il triangolo individuato e determinarne il baricentro.

Esercizio-6
Dato un punto P(x,y) determinare come cambiano le coordinate in un nuovo sistema di riferimento ruotato di 90° in senso antiorario e verificare che la distanza dall’origine rimane invariata nei due sistemi di riferimento.

Esercizio-7
Dato un punto P(x.y) determinare come cambiano le coordinate in un nuovo sistema di riferimento ruotato di 360° in senso antiorario. Determinare inoltre come cambiano le coordinate se il nuovo sistema di riferimento è ruotato sempre di 360° in senso orario anziché antiorario. 
SOFTWARE CONSIGLIATI
· CABRI
· DERIVE
CONCLUSIONI

Il piano cartesiano è un argomento di fondamentale importanza in quanto è punto di partenza per poter affrontare un vasto ambito di applicazioni dallo studio delle figure geometriche piane allo studio delle equazioni di retta e le diverse coniche.
Viene utilizzato anche nella rappresentazione grafica di funzioni a una variabile.

Nella presente unità didattica  abbiamo riportato cenni riguardanti le traslazioni e le rotazioni nel piano per fornire una idea intuitiva del concetto di arbitrarietà nella scelta del sistema di riferimento. Per esempio una circonferenza mantiene tutte le sue proprietà anche dopo essere stata ruotata e/o traslata. In modo analogo possiamo osservare che un’iperbole ruotata di 45° ha come asintoti le bisettrici dei quadranti. 

Nella trattazione del piano cartesiano è molto importante prestare particolare attenzione ai concetti che potrebbero risultare di difficile apprendimento per gli studenti, quali per esempio il continuo collegamento fra la rappresentazione grafica e l’elaborazione algebrica degli oggetti trattati nel piano. A tal fine gli studenti che affrontano lo studio del piano cartesiano devono possedere buone conoscenze algebriche e di geometria elementare.
Il modo migliore per introdurre questo argomento potrebbe essere quello di affrontare all’inizio esempi grafici facilmente comprensibili in modo da condurre gli studenti a ragionare sul grafico e determinare intuitivamente e rigorosamente le relazione che permettono di risolvere analiticamente i problemi incontrati.
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