[image: image1.wmf]    Università degli Studi di Ferrara
[image: image489.wmf]ï

î

ï

í

ì

+

=

-

=

+

)

2

3

(

1

1

2

18

2

2

x

m

y

y

x

 
SCUOLA DI SPECIACIALIZZAZIONE PER L’INSEGNAMENTO SECONDARIO

___________________________________________________________
CICLO VIII  CLASSE  A049 - A059

Anno Accademico 2006/2007

LABORATORIO DI DIDATTICA
 DELLA MATEMATICA

PERCORSO DIDATTICO:
[image: image438.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

+

=

-

=

)

(

2

2

)

(

2

2

Y

X

y

Y

X

x


Docenti:       






 Specializzandi:

Prof. Mazzanti                                                      Bellino Giovanna

Prof. Roselli                                                          Casali Egisto
                                         Cavazzini Paolo
                                                                                De Candia Anna Chiara

Capitolo  1
1.1  
L’ellisse e l’iperbole nei programmi ministeriali
Da molti anni e da più parti si accusa la scuola (anche quella dell’obbligo) di non “stare al passo” con i tempi e dunque di non essere in grado di fornire ai propri “utenti” tutti quegli stimoli e quegli strumenti di cui avrebbero bisogno per inserirsi con maggiore facilità ed efficacia nella società di oggi e più ancora in quella di domani. 
La scuola, infatti, deve contribuire alla formazione di giovani capaci di affrontare i problemi individuali e sociali che gli si presentano quotidianamente, con autonomia e senso critico; capaci, quindi, di trovare le varie fonti di informazione di volta in volta necessarie per risolvere quei problemi, di usarle opportunamente e di valutare criticamente: semmai, di sapere come si può pervenire alle informazioni di cui si ha bisogno in modo scientificamente corretto.
In questo paragrafo si vuole inquadrare l’argomento preso in esame in questo percorso didattico, nel contesto dei programmi di matematica della scuola secondaria superiore italiana in anni recenti.
1.1.1
I PROGRAMMI DI MATEMATICA DEL PNI: PIANO NAZIONALE PER L’INFORMATICA

L’intento del PNI era di introdurre l’informatica nelle scuole di ogni ordine e grado. In realtà il progetto, che pure fu di grande portata, coinvolse solo la scuola secondaria superiore. Con questo piano vengono anche elaborati nuovi programmi di matematica e fisica per tutte le scuole superiori, mentre le altre materie non vengono toccate. Viene avviato nelle scuole come progetto sperimentale nell’a.s. 1987 – 88.

Diversamente dai vecchi programmi, le scansioni annuali degli argomenti vongono sostituite da 5 grandi temi per il biennio e da 7 temi per il triennio.
Biennio, programma B (Licei Scientifici) 
Il TEMA 1 “Geometria del piano e dello spazio” richiama al punto  1.c) l’argomento:

- piano cartesiano: retta, parabola, iperbole equilatera e circonferenza.

Triennio (1996)
Classe terza:

 Il TEMA 3 “Geometria” prevede al punto 1.a:

- circonferenza, ellisse, parabola, iperbole nel piano cartesiano. 
1.1.2
 CURRICOLO DI MATEMATICA PROPOSTO DALL’UMI – UNIONE MATEMATICA ITALIANA (2001 – 2004)
Nel 2000 – anno internazionale della Matematica – l’Unione Matematica Italiana (UMI) ha insediato una Commissione per lo studio e l’elaborazione di un curricolo di matematica per la scuola primaria e secondaria, adeguato ai mutati bisogni della società all’inizio del nuovo secolo. 
La Commissione ha deciso di elaborare un curricolo di matematica definendone le conoscenze fondamentali da acquisire, indipendentemente, per quanto riguarda il ciclo secondario, dalla varietà dei suoi indirizzi. E’ emersa perciò l’idea della “matematica per il cittadino”, cioè di un corpus di conoscenze e abilità fondamentali, necessarie a tutti coloro che entrano nell’attuale società, da acquisire secondo una scansione organica articolata nei successivi livelli scolastici.
Nel 2001  l’U.M.I. ha presentato una proposta di curricoli di matematica per la scuola primaria e secondaria di I grado. La proposta è stata corredata da numerosi esempi di attività didattiche che la realizzano ed è pubblicata nel volume Matematica 2001.
 Nel volume Matematica 2003 e Matematica 2004 si trovano i contenuti di matematica per la parte comune a tutti gli indirizzi di scuola superiore, anch’essi corredati da vari esempi di attività didattiche. 
In entrambe le proposte, i curricoli sono strutturati in nuclei tematici:

Numeri e algoritmi – Spazio e figure – Dati e previsioni – Relazioni e funzioni

e in nuclei trasversali “di processo”

Argomentare, congetturare, dimostrare – Risolvere e porsi problemi – Misurare- - Laboratorio di Matematica.
I progetti di riforma della scuola secondaria superiore più recenti prevedevano due bienni seguiti da un quinto anno di raccordo con gli studi universitari; nel volume Matematica 2003 si trovano proposte per ciascuno dei due bienni e nel volume Matematica 2004 si trova proposto il quinto anno.
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Da Matematica 2003, il nucleo “Spazio e figure”:
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1.2  
Storia delle coniche
Le sezioni coniche fanno parte delle curve più antiche, e trattano uno dei più antichi soggetti di matematica studiati sistematicamente ed in modo approfondito da più lungo tempo. Sembra che le sezione coniche siano state scoperte da Menecmo              ( 375-325 a.C), discepolo di Eudosso, che scoprì le sezioni coniche nel tentativo di risolvere il problema della duplicazione del cubo, o problema di Delo. Il problema è legato alla seguente leggenda. 
Si narra che gli ateniesi, colpiti da grave epidemia consultarono l'oracolo di Delo il quale sentenziò che  l'ira del dio Apollo si sarebbe placata e se si fosse raddoppiato l'altare del Dio di forma cubica. Il problema venne risolto da Menecmo, per via geometrica,  con l'uso delle coniche. Avrebbero condotto studi sulle coniche anche Aristeo il Vecchio  e Euclide.
Dobbiamo ad Apollonio di Perga lo studio più ampio che ci sia giunto dall'antichità, riguardante le sezioni coniche. 
Di Apollonio si sa che era nato a Perga, in Pamfilia, e che aveva ricevuto la sua educazione scientifica ad Alessandria. Per un certo periodo visse anche a Pergamo, dove c'era una Accademia e una biblioteca che in ordine di importanza veniva immediatamente dopo quella del Museo di Alessandria. Non conosciamo con esattezza le date della sua vita, ma la tradizione riferisce che egli fu attivo durante i regni di Tolomeo Evergete e Tolomeo Filipatore: è stata avanzata l'ipotesi che sia vissuto dal 262 al 190 a.C.. 

L'opera che ha fatto sì che Apollonio diventasse noto come "il Grande Geometra" è intitolata le Coniche.

[image: image441.emf]
Frontespizio dell'opera in un'edizione del 1710.
Di questo trattato in otto libri, solo i primi quattro sono pervenuti nel testo originale greco; i tre successivi invece sono giunti a noi tramite una traduzione araba.

L'autore considera i primi quattro libri una introduzione elementare e perciò si è avanzata l'ipotesi che gran parte del loro contenuto fosse già apparso in precedenti trattati. Gli ultimi quattro libri vengono descritti da Apollonio come ulteriori sviluppi degli argomenti al di là degli elementi essenziali.
Prima di Apollonio l'ellisse, la parabola e l'iperbole venivano costruite come sezioni di tre tipi nettamente distinti di coni circolari retti, a seconda che l'angolo al vertice fosse acuto, retto o ottuso. 
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Apollonio, per la prima volta, dimostrò che non era necessario prendere sezioni perpendicolari ad un elemento del cono e che da un unico cono era possibile ottenere tutte e tre le varietà di sezioni coniche semplicemente variando l'inclinazione del piano di intersezione. 
Una seconda importante generalizzazione si ebbe quando Apollonio dimostrò che non era necessario che il cono fosse un cono retto (cioè un cono il cui asse è perpendicolare alla base), ma che poteva essere anche un cono circolare obliquo o scaleno. Infine, Apollonio dimostrò che, sostituendo il cono a una falda con il cono a doppia falda, si potevano ottenere tutti i tipi di sezioni coniche da un unico cono, al variare dell’inclinazione del piano intersecante il cono.
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Infatti, Apollonio dava la stessa definizione che viene usata ancora oggi di cono circolare:

“Se una retta, prolungantesi all'infinito e passante sempre per un punto fisso, viene fatta ruotare lungo la circonferenza di un cerchio che non si trovi nello stesso piano del punto in modo che passi successivamente attraverso ogni punto di quella circonferenza, la retta che ruota traccerà la superficie di un cono doppio”.
Questo cambiamento fece sì che l'iperbole assumesse la forma di quella curva a due rami che ci è oggi familiare. I matematici antichi parlavano spesso di "due iperboli" piuttosto che di "due rami" di un'unica iperbole, ma in entrambi i casi si riconosceva la duplicità della curva.

Fu Apollonio ad introdurre i termini ellipsis, hyperbola e parabola in relazione alle sezioni coniche. Tali nomi traggono origine dal confronto di due grandezze caratteristiche di ciascuna curva. Ellipsis vuol dire “mancanza”, hiperbola significa "andare oltre", e parabola, "mettere accanto".

Pur interessante dal punto di vista matematico, lo studio delle coniche aveva scarsi interessi pratici e venne abbandonato per diversi anni. Solo dopo circa 1800 anni lo studio di Apollonio poté fare passi avanti. Questo fu dovuto essenzialmente all'introduzione dei nuovi metodi matematici basati sulle coordinate cartesiane, ma anche al sorgere di un nuovo interesse scientifico. Da segnalare nell'ordine Galileo (moto di un proiettile), Cartesio, Keplero, Pascal, ed infine Newton   che utilizzarono lo studio delle coniche applicato a scoperte scientifiche
.
Capitolo  2  Percorso Didattico

Il percorso didattico si suddivide in due unità:

U.D.1. L’ELLISSE
U.D.2. L’IPERBOLE
Inizialmente verranno illustrati  quelli che si possono definire i “caratteri comuni” alle due unità didattiche; successivamente si passerà ad analizzarle in dettaglio specificandone:

· gli obiettivi specifici;

· i contenuti;

· i tempi dell’intervento didattico;

· le verifiche formative e sommative.
· eventuali approfondimenti.
2.1 DESTINATARI:
	Unità didattica
	Istituto
	Studenti della classe
	Periodo 

dell’anno in cui verrà svolta 

l’U.D.
	Ore settimanali

di matematica previste a livello ministeriale

	U.D.1
	Liceo  Scientifico

ad indirizzo

PNI
	III
	I quadrim.
	 5(2
)

	U.D.2
	
	III
	I quadrim.
	5(2)


2.2 
PREREQUISITI:
Lo studente deve possedere le seguenti nozioni:

· Conoscenze di base di logica.

· Conoscenza del calcolo algebrico.
· Conoscenza degli elementi fondamentali della geometria sintetica.

· Conoscenza della funzione lineare.
· Saper risolvere sistemi di equazioni e disequazioni algebriche di  primo e di secondo grado.
· Conoscenza del piano cartesiano.
· Conoscenza della retta nel piano cartesiano.
· Conoscenza del concetto di luogo geometrico.

· Conoscenza della circonferenza.
· Uso del software Cabri Géomètre II Plus e Derive.
2.3
ACCERTAMENTO DEI PREREQUISITI:
Per la comprensione della seguente unità didattica è indispensabile la conoscenza dei prerequisiti sopra elencati. Si intendono verificare attraverso il dialogo e lezioni frontali le reali conoscenze ritenute indispensabili per il completo apprendimento degli argomenti che si dovranno trattare. Qualora emergessero gravi lacune, si prevede un percorso di recupero in itinere o pomeridiano.
2.4 
OBIETTIVI GENERALI DEL PERCORSO DIDATTICO
· Acquisire le conoscenze, le competenze e le capacità previste dal percorso didattico.
· Acquisire consapevolezza dell’utilità logica delle proprietà degli argomenti trattati.
· Condurre all’uso del lessico e del formalismo grafico appropriato.
· Imparare ad operare con la simbologia opportuna.
· Sviluppare la capacità di utilizzare metodi, strumenti e modelli matematici in   situazioni diverse.
· Contribuire a rendere gli studenti in grado di affrontare situazioni problematiche di varia natura avvalendosi dei modelli matematici più adatti alla loro rappresentazione.
· Sviluppare l’interesse per gli aspetti storico-epistemologici della matematica.
· L’uso di software, servirà ad abituare l’allievo ad operare consapevolmente all’interno di diversi sistemi, dotati di loro regole formali e limiti operativi.
2.5 
OBIETTIVI TRASVERSALI DEL PERCORSO DIDATTICO
· Sviluppare attitudine alla comunicazione ed ai rapporti interpersonali, favorendo lo scambio di opinione tra il docente e allievo e tra gli allievi stessi.
· Proseguire ed ampliare il processo di preparazione scientifica e culturale degli studenti.
· Contribuire a sviluppare lo spirito critico e l’attitudine a riesaminare criticamente ed a sistemare logicamente le conoscenze acquisite.
· Contribuire a sviluppare capacità logiche e argomentative.
· Imparare a rispettare i tempi di consegna dei lavori da svolgere. 

2.6 
OBIETTIVI SPECIFICI
Si rimanda agli obiettivi specifici delle singole unità didattiche. 

2.7
CONTENUTI
Per i contenuti si rimanda alle singole unità didattiche. 

2.8
SVILUPPO DEI CONTENUTI
Per ogni unità didattica verrà fatta una lista dei contenuti che si intende trattare in classe.  

2.9
METODOLOGIE DIDATTICHE
Per affrontare gli argomenti di questo percorso didattico si alterneranno lezioni frontali-dialogiche, quali l’insegnamento per problemi che stimolano gli alunni a formulare ipotesi di soluzione ricorrendo non solo alle conoscenze già possedute ma anche alla intuizione e alla fantasia, a metodologie didattiche attive quali le  discussioni guidate e il lavoro di gruppo. Il lavoro di gruppo rappresenta una risorsa ad alto potenziale, sia come strumento che consente l’emergere di aspetti emozionali, sia come veicolo che, facilitando lo scambio di idee ed esperienze induce un maggiore coinvolgimento e assunzione di impegno da parte degli alunni. Si ritiene più proficuo affrontare gli argomenti, oggetto delle lezioni, utilizzando il metodo induttivo che consiste nel partire da esempi concreti della vita quotidiana per passare poi, gradatamente, alla formalizzazione dei concetti introdotti.

A sostegno si farà uso del laboratorio di informatica. Questo momento dovrà essere visto prevalentemente come attività diretta degli allievi, interazione allievo-docente, e dovrà essere armonicamente inserita nella trattazione dei temi affrontati di volta in volta. Si dovranno utilizzare in modo corretto gli strumenti di calcolo e di elaborazione. L’attività di laboratorio integra gli elementi di contenuto dei vari temi e costituisce essa stessa, un momento di riflessione teorica. Essa consisterà in:

- analisi dei problemi e loro risoluzione informatica attraverso l’utilizzo del software applicativo Cabri Géomètre II Plus e Derive.
- esplorazione e verifiche di proprietà matematiche, elaborazioni di grafici rappresentanti punti, insiemi o curve (ellisse o iperbole) del piano che godano di determinate proprietà geometriche.
Per ogni argomento trattato si cercherà di proporre un buon numero di esercizi, risolvendoli assieme in classe in modo da proporre più metodi risolutivi.

Agli studenti verranno assegnati degli esercizi significativi da svolgere a casa scelti con difficoltà crescente, in modo che questi possano acquisire una maggiore familiarità con l’argomento; in seguito in classe, saranno svolti quegli esercizi che hanno apportato più incertezze e difficoltà.

Infine la storia della matematica come strumento metodologico per inquadrare da un punto di vista storico le nozioni ed i concetti introdotti, con brevi accenni, affinché la matematica non sembri una scienza data ma frutto di una evoluzione.

2.10 MATERIALI E STRUMENTI UTILIZZATI
· Lavagna tradizionale e quindi anche gessi e cimosa.

· Libri di testo.

· Riga e compasso.

· Materiale trovato su alcuni siti internet.

· Lucidi.

· Fotocopie.

· Lavagna luminosa e pennarelli.

· Calcolatrice scientifica.

· Uso del computer con software: Cabri Géomètre II Plus, Derive.
· Schede di lavoro per il laboratorio di informatica.

2.11 
CONTROLLO DELL’APPRENDIMENTO
Si ritiene opportuno controllare l’apprendimento degli studenti attraverso due tipi di verifica:

verifiche formative effettuate giorno per giorno attraverso  brevi colloqui, esercitazione scritta in classe costituita da quesiti a risposta multipla, verificando l’acquisizione progressiva delle conoscenze, competenze e capacità previste come obiettivi specifici.  Questo aiuterà a comprendere meglio le difficoltà che hanno ostacolato l’apprendimento e quindi permetterà di progettare l’attività di recupero in itinere;

verifiche sommative  suddivise in:

· scritta che si effettuerà alla fine dell’unità didattica e che permetterà di verificare l’autonomia dello studente nell’utilizzo degli strumenti forniti;

· orale per controllare il livello di apprendimento e di studio.
2.13
GRIGLIA PER LA VALUTAZIONE
Per determinare gli esiti della verifica sommativa assegniamo ad ogni esercizio un punteggio. La diversità di punteggio tra i vari esercizi rispecchia livelli diversi di difficoltà in termini di conoscenze, competenze e capacità richieste per svolgerli. 
Nell’attribuire il punteggio completo, nullo o nella frazione intermedia, teniamo conto dei seguenti indicatori suggeriti dal Ministero dell’Istruzione per la correzione della prova scritta di Matematica:

I.    Conoscenze specifiche.

II.   Competenze nell’applicare le procedure ed i concetti acquisiti.

III.  Capacità logico e argomentative.

Si evidenzia che verranno prese in considerazione anche la completezza nella risoluzione e la correttezza della risoluzione e dell’esposizione, ma nella griglia di valutazione, entreranno tacitamente nelle altre voci.

Nel caso di errore nello svolgimento degli esercizi si attribuisce solo parte del punteggio completo previsto per essi. La griglia di valutazione permette di attribuire un punteggio più oggettivo agli esercizi ed evitare disparità di giudizio del lavoro degli studenti.
2.14
ATTIVITA’ DI RECUPERO
Affinché l’attività didattica risulti efficace e completa, si prevede di svolgere eventuali attività di recupero così articolate:

lavoro a casa: ripasso, costruzioni di sintesi e schemi su contenuti e procedimenti;

lavoro in classe: si proporranno nuovi esercizi e schede guidate. Si potrà istituire inoltre uno sportello per gli allievi, in prossimità delle verifiche sommative.
Per individuare gli argomenti che necessitano di recupero, sia a livello collettivo sia a livello individuale, ci si avvarrà della verifica formativa, delle prove orali e dell’attività di collaborazione insegnante-allievo.
2.15
APPROFONDIMENTI
Al termine di ogni capitolo, verranno riportati degli ampliamenti e osservazioni che dovranno sicuramente essere svolti in classe, ma che si è preferito riportare in modo separato dal resto per non interrompere il filo del discorso nei paragrafi in cui viene trattato l’argomento.

2.16
TEMPI DELL’INTERVENTO DIDATTICO
Si rimanda alle singole unità didattiche. 
2.17
GRIGLIE DI VALUTAZIONE
Si propone una griglia di valutazione per la prova scritta e due griglie di valutazione per la prova orale. Queste ultime due, sono sicuramente molto particolareggiate, ma personalmente ritengo che di fronte ad una prova orale, sia molto difficile tener conto di tutti questi indicatori. 
2.17.1
Griglia di valutazione per la verifica sommativa
	
	CONOSCENZA
	COMPETENZA
	CAPACITA’

	
	TOTALE
	OTTENUTI
	TOTALE
	OTTENUTI
	TOTALE
	OTTENUTI

	ESERCIZIO 1
	
	
	
	
	
	

	ESERCIZIO 2
	
	
	
	
	
	

	ESERCIZIO 3
	
	
	
	
	
	

	ESERCIZIO 4
	
	
	
	
	
	

	TOTALE
	12
	
	12
	
	12
	


Griglia di valutazione (ad uso del docente)

	PUNTEGGIO GREZZO

(TOT.36)
	VOTO IN DECIMI

(ottenuto con la proporzione)
	VOTO IN DECIMI

(proposta di voto)

	1
	0-1
	2



	2
	
	

	3
	
	

	4
	
	

	5
	1-2
	

	6
	
	

	7
	
	

	8
	2-3
	

	9
	
	3

	10
	
	

	11
	3-4
	

	12
	
	

	13
	
	4

	14
	
	

	15
	4-5
	

	16
	
	

	17
	
	5

	18
	5-6
	

	19
	
	

	20
	
	6

	21
	
	

	22
	6-7
	

	23
	
	

	24
	
	7

	25
	7-8
	

	26
	
	

	27
	
	

	28
	
	8

	29
	8-9
	

	30
	
	

	31
	
	

	32
	
	9

	33
	9-10
	

	34
	
	

	35
	
	

	36
	
	10


2.17.2 Griglia di valutazione per la verifica orale

GRIGLIA 1

	VALUTAZIONE

in decimi
	INDICATORI



	
	CONOSCENZE
	COMPETENZE


	CAPACITA’

ELABORATIVA
	CAPACITA’ COMUNICATIVA



	
	
	
	ANALISI
	SINTESI
	

	NON

SUFFICIENTE

Voto ( 5


	Non ha conoscenze adeguate
	Non sa utilizzare autonomamente testi e strumenti
	Sa effettuare analisi solo parziali e/o guidate
	Sa elaborare

le conoscenze

in modo

parziali e/o se

guidato
	Confusa e/o

lessicamente

povera



	SUFFICIENTE

5 < voto < 7


	Ha conoscenze sufficienti ma non complete


	Sa utilizzare testi e strumenti se guidato
	Sa effettuare 

in autonomia

semplici

analisi
	Sa effettuare

in autonomia

semplici

sintesi
	Semplice ma chiara

	OLTRE LA SUFFICIENZA

Voto ( 8
	Ha conoscenze complete e approfondite


	Sa utilizzare in modo autonomo testi e strumenti
	Sa effettuare in autonomia analisi articolate e complete


	Sa elaborare

 in autonomia 

con sintesi coerenti ed organiche
	Chiara e appropriata

in rapporto

all’ambito

disciplinare


GRIGLIA 2

	INDICATORI
	DESCRITTORI
	PUNTI

(in decimi)

	CONOSCENZE:

si valuta il grado di possesso dei dati, delle definizioni e dei contenuti.
	Conoscenze scarse
	1

	
	Conoscenze insufficienti
	2

	
	Conoscenze sufficienti
	3

	
	Conoscenze discrete/buone
	3,5

	
	Conoscenze ampie e sicure
	4

	COMPETENZE LINGUISTICHE:

si valuta la proprietà linguistica, la correttezza del linguaggio; la ricchezza terminologica e lessicale.
	Scarse competenze linguistiche
	0,5

	
	Adeguate competenze linguistiche
	1

	
	Discrete/buone competenze linguistiche
	1,5

	
	Ottime e sicure competenze linguistiche
	2

	COMPETENZE ESPOSITIVE E ARGOMENTATIVE:

si valuta l’esposizione corretta e ordinata dei dati conosciuti, aderenza e pertinenza a quanto richiesto; 

argomentazione.
	Esposizione disordinata e confusa
	1

	
	Esposizione sufficiente coerente e chiara
	1,5

	
	Esposizione di discreto/buon livello
	2

	
	Esposizione e argomentazione di ottimo livello
	2,5

	CAPACITA’:

si valuta la capacità di operare 

raccordi e confronti; rielaborazione critica e personale.
	Opera raccordi e confronti stentatamente
	0-0,3

	
	Opera raccordi e confronti in modo sufficiente
	0,5

	
	Sa operare autonomamente in modo discreto/buono raccordi e confronti
	1

	
	Sa operare raccordi e confronti in modo ottimo
	1,5

	Totale punti
	
	/10


Voto complessivo  sulla prova orale:        ………../10

Capitolo 3  U.D.1 L’ELLISSE
3.1
OBIETTIVI SPECIFICI
Conoscenze

CONOSCERE

· Il concetto di ellisse come luogo geometrico.
· Il concetto di equazione dell’ellisse. 
· Il concetto delle proprietà dell’ellisse.
· Il concetto delle intersezioni di una retta rispetto a un’ellisse (retta secante, retta tangente oppure retta esterna). 

· Il concetto  delle condizioni di tangenza di una retta con un’ellisse.
· Il concetto  delle condizioni per determinare l’equazione di un’ellisse.
· Svolgere esperienze interessanti con il software  Cabri Géomètre II Plus e Derive a sostegno, chiarimento, dei concetti relativi e degli esercizi proposti nel testo.
Competenze

SAPER
· Riconoscere l’equazione di un’ellisse.
· Tracciare nel piano cartesiano un’ellisse data l’equazione.
· Individuare le principali proprietà di un’ellisse.
· Determinare l’equazione dell’ellisse dati due suoi punti.
· Determinare l’equazione dell’ellisse dati un fuoco e un vertice.
· Determinare l’equazione dell’ellisse dati l’eccentricità e un punto.
· Determinare l’equazione dell’ellisse date l’eccentricità e la misura di un semiasse.
· Determinare le intersezioni tra una retta ed un’ellisse, date le rispettive equazioni ossia saper stabilire le posizioni tra retta ed ellisse.
· Risolvere semplici problemi che coinvolgono retta ed ellisse.
Capacità

SAPER

· Utilizzare le conoscenze e le competenze acquisite per risolvere esercizi.

· Individuare in problemi la necessità di giungere alla soluzione mediante l’uso dell’ellisse.

· Applicare le conoscenze e le competenze acquisite in un contesto interdisciplinare.
3.2
CONTENUTI
- Una luce nell’ombra.
- Ellisse come luogo geometrico.

- Equazione canonica dell’ellisse con i fuochi appartenenti all’asse x.

- Proprietà dell’ellisse:

>> Simmetria rispetto agli assi cartesiani.


>> Intersezione dell’ellisse con gli assi cartesiani.

>> Limitazioni dell’ellisse.

>> Eccentricità.

- Equazione canonica dell’ellisse con i fuochi appartenenti all’asse y.

- Intersezioni di una retta con un’ellisse.

- Rette tangenti ad un’ellisse.

- Condizioni per determinare l’equazione di un’ellisse.

- L’ellisse con Cabri Géomètre II Plus  e Derive.
-  La Fisica e l’ellisse: orbite dei pianeti.

3.3
SVILUPPO DEI CONTENUTI
3.3.1
 Una luce nell’ombra
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Se illuminiamo un muro con una torcia elettrica tenendola perpendicolare alla parete, la parte illuminata è all'incirca circolare. 
[image: image445.png]


Cominciamo ora a inclinare la torcia verso l'alto; il cerchio si deforma e assume una forma allungata, come un vassoio o uno stadio: è un'ellisse. 
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Se continuiamo a inclinare la torcia, l'ellisse si allunga sempre di più. Mentre una delle estremità resta davanti a noi, l'altra va via via allontanandosi; se la parete fosse infinita, l'area illuminata diventerebbe sempre più grande, finché per una certa inclinazione della torcia diventerebbe infinita. La figura così ottenuta è una parabola. 
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Se incliniamo la torcia ancora di più, l'area illuminata aumenta ancora, e assume la figura di un'iperbole. 
Le tre figure che si ottengono successivamente, o meglio le curve che le delimitano, prendono il nome comune di sezioni coniche, dato che si ottengono sezionando un cono (nel nostro caso il cono della luce proiettata dalla torcia) con un piano (della parete).  In realtà, almeno nel caso dell'iperbole, l'esperimento della torcia elettrica ci dà solo metà della curva. L'iperbole completa si ottiene considerando il cono completo, formato cioè da due coni uniti per l'origine.
Le sezioni coniche si trovano spesso nelle situazioni più comuni: un lume da tavolo disegna sulla parete due iperboli, l'ombra di una palla è un'ellisse, un sasso lanciato da una fionda descrive una parabola.
3.3.2  Ellisse come luogo geometrico 
DEFINIZIONE. Dati due punti 
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1

  

e

  

F

F

 del piano, si chiama ellisse il luogo geometrico dei punti del piano per i quali è costante la somma delle distanze da 
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; ossia 
ellisse= 
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(Ricordiamo che si chiama “luogo geometrico” l’insieme di tutti e soli punti che godono di una cera proprietà geometrica).

I due punti 
[image: image5.wmf]2
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 sono detti fuochi dell’ellisse.
Dalla definizione seguono due semplici costruzioni dell’ellisse, una meccanica e l’altra geometrica:
· Metodo del giardiniere (costruzione meccanica)

· Costruzione geometrica a partire da una circonferenza

· Costruzione geometrica a partire da un segmento

3.3.2.1  METODO DEL GIARDINIERE
[image: image448.emf]x
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Questa costruzione consiste nel fissare mediante due chiodi, le estremità di una cordicella inestensibile nei punti 
[image: image6.wmf]1
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 e 
[image: image7.wmf]2

F

 di una tavola. Facendo scorrere la punta P di una matita lungo il filo tenuto ben teso, si traccia una linea curva chiusa formata da punti per i quali la somma delle distanze da 
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 e 
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 è costante, in questo caso uguale alla lunghezza del filo. Questo metodo è detto anche del giardiniere perché può essere utilizzato per tracciare sul terreno aiuole a contorno ellittico.
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E’ possibile eseguire la costruzione utilizzando il software Cabri Géomètre II Plus: dato il segmento AB di misura 2a si considera un punto P di AB e si definiscono i segmenti AP, PB. Si considerano le due circonferenze di centri 
[image: image10.wmf]1
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 , 
[image: image11.wmf]2

F

  e raggi AP e PB. I punti di intersezione (due se 2a > 
[image: image12.wmf]2
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) appartengono ad un’ellisse di fuochi 
[image: image13.wmf]1
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 e  
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.
Nota storica. Nel seguente frammento, tratto dalla Diottrica (1637), che è un'opera con intenti divulgativi, espressamente rivolta agli artigiani Cartesio accenna allo strumento a filo teso per tracciare un'ellisse.
"L'ellisse è una linea curva che i matematici son soliti rappresentare tagliando obliquamente un cono o un cilindro e che talvolta ho visto servire ai giardinieri nella divisione delle aiuole ove questi la descrivono certamente in modo assai grossolano e impreciso, ma che tuttavia mi pare faccia comprendere la sua natura meglio della sezione di un cilindro o di un cono."

3.3.2.2  COSTRUZIONE GEOMETRICA A PARTIRE DA UNA CIRCONFERENZA

La seconda costruzione si effettua con riga e compasso: si disegna una circonferenza di centro un punto 
[image: image15.wmf]1
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 e raggio a piacere ed un punto 
[image: image16.wmf]2

F

 interno alla circonferenza. Preso un punto A sulla circonferenza si traccia la retta 
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 e l’asse del segmento 
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. Il loro punto di intersezione P appartiene ad un’ellisse di fuochi  
[image: image19.wmf]1
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 e 
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 .
Nota didattica. E’ ben far notare alla classe che al variare del punto A sulla circonferenza la somma delle distanze del punto P da F1 ed F2 è uguale al raggio della circonferenza.
 Si può dimostrare inoltre che: l’asse del segmento 
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 è tangente all’ellisse.
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3.3.2.3  COSTRUZIONE GEOMETRICA A PARTIRE DA UN SEGMENTO
L’ultima costruzione è possibile realizzarla quando sono dati la distanza focale 
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Preso un punto qualunque Q appartenente al segmento 
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,  si costruiscano le circonferenze con centri 
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 e di raggi rispettivamente r e 
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Siano 
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 i loro punti di intersezione e verifichiamo che entrambi appartengono all’ellisse, infatti:
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Per la disuguaglianza triangolare, deve essere:
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Il punto Q  appartiene al segmento 
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. Infatti sostituendo si ottiene:
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da cui si ricava  


     

[image: image34.wmf]c
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Ora, facendo variare r in 
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, si ottengono tutti i punti dell’ellisse.
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Nota didattica. Si può svolgere parte della lezione in laboratorio di informatica, utilizzando il software didattico Cabri Géomètre II Plus  per simulare le due costruzioni, una meccanica e l’altra geometrica, dell’ellisse. Gli studenti hanno la possibilità di riflettere sulla condizione che caratterizza il luogo geometrico e scoprirne la costruzione passo a passo.

3.3.3
 Equazione canonica dell’ellisse con i fuochi appartenenti all’asse x
Consideriamo un’ellisse e indichiamo con:

2c con c
[image: image37.wmf]0
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 la distanza tra F1 e F2, detta distanza focale;

scegliamo un opportuno sistema di assi cartesiani Oxy in modo che i due fuochi dell’ellisse stiano sull’asse delle x e siano equidistanti dall’origine.
Vediamo ora come determinare l’equazione dell’ellisse rispetto a tale riferimento.

Indichiamo con:

2a con a
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  la somma costante delle distanze dei punti dell’ellisse dai fuochi.

Poiché abbiamo indicato la distanza focale con 2c, le coordinate dei fuochi saranno:
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Indicato con 
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 un generico punto del piano, calcoliamo le distanze del punto dai fuochi:
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La condizione affinché un punto 
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appartenga all’ellisse è che sia: 
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sostituendo in quest’ultima uguaglianza le espressioni di 
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Isoliamo un radicale
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ed eleviamo entrambi i membri al quadrato:
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Svolgendo i calcoli e semplificando si ha:
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Isoliamo il radicale e dividiamo per 4:
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Eleviamo al quadrato entrambi i membri:
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Osservazione didattica. Giova far notare agli studenti che pur elevando al quadrato i membri dell’equazione irrazionale non si introducono soluzioni estranee.
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Poiché in un triangolo ogni lato è minore della somma degli altri due, considerato il triangolo 
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ossia la relazione tra a e c è:
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Poniamo:
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L’equazione diventa:
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 Dividiamo tutti i termini per 
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che si dice equazione canonica dell’ellisse.
Osservazione didattica. Canonica deriva dal greco canon,che significa “modello”. 
3.3.4
 Proprietà dell’ellisse

3.3.4.1  SIMMETRIA RISPETTO AGLI ASSI CARTESIANI
Nell’equazione dell’ellisse le variabili x e y compaiono solo elevate al quadrato, se  a questa curva appartiene il punto 
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 vi appartengono pure i punti 
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Osservazione didattica. Il docente invita gli alunni a considerare un punto dell’ellisse 
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e a verificare che vi appartiene anche il punto 
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 che ha la stessa ordinata e l’ascissa opposta. 
Per verificarlo,  osserviamo che,            
essendo 
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 all’ellisse   anche   
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all’ellisse. 
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Dal punto di vista geometrico, ciò significa che l’ellisse ha come asse di simmetria l’asse y.       
Analogamente, se 
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appartiene all’ellisse vi apparterrà anche il punto 
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 e da un punto di vista geometrico, ciò significa che l’ellisse ha come asse di simmetria anche l’asse x.
Allo stesso modo, se 
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 appartiene all’ellisse vi apparterrà pure il punto 
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 e quindi P1 e P4 sono simmetrici rispetto all’origine. Dal punto di vista geometrico, ciò significa che l’ellisse ha come centro di simmetria l’origine degli assi. 
L’ellisse è una curva simmetrica rispetto a ciascuno degli assi coordinati e rispetto all’origine.

Osservazione didattica. L’origine 0 si dice il centro dell’ellisse e i due assi coordinati x e y si dicono assi dell’ellisse.
3.3.4.2  INTERSEZIONE DELL’ELLISSE CON GLI ASSI CARTESIANI
Per determinare le intersezioni di un‘ellisse con l’asse x e con l’asse y, mettiamo a sistema l’equazione dell’ellisse con l’equazione dell’asse x e con l’asse y, cioè risolviamo i seguenti sistemi:
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L’asse delle x interseca  l’ellisse nei due punti 
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L’asse delle y interseca l’ellisse nei due punti 
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Osservazione didattica. Questi quattro punti si dicono i vertici dell’ellisse. 
Il segmento 
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 contenente i fuochi prende il nome di asse maggiore poiché       a > b, mentre il segmento 
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 è detto asse minore; a e b rappresentano allora la metà delle misure dei due assi e si dicono brevemente i semiassi dell’ellisse.
3.3.4.3   LIMITAZIONI DELL’ELLISSE
Si disegni il rettangolo con i lati paralleli agli assi cartesiani, ognuno passante per uno dei quattro vertici A1, A2, B1 e B2, e verifichiamo che tutti i punti dell’ellisse sono all’interno di questo rettangolo.
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Per verificare questa affermazione, nell’equazione canonica dell’ellisse isoliamo 
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 e con ragionamento analogo isoliamo 
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Siccome i primi membri sono positivi o nulli, altrettanto deve succedere per i secondi.
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Infatti:

Nel caso 
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 e la disequazione è verificata per valori interni, si ha:
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Con ragionamenti analoghi nel caso  
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L’ellisse è quindi inscritta nel rettangolo che ha i lati di equazioni 
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Esempio 1. Nell’ellisse di equazione 
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I vertici sono 
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. Tutti i punti dell’ellisse sono all’interno del rettangolo i cui lati passano per vertici e misurano 2 e 4.
3.3.4.4   ECCENTRICITÀ
Il rapporto fra la distanza focale e la lunghezza dell’asse maggiore di un’ellisse è  detto eccentricità  ed è solitamente indicato con la lettera e:
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L’eccentricità  e indica la forma più o meno schiacciata dell’ellisse sull'asse maggiore.
Nell’ellisse con i fuochi sull’asse x, la distanza focale è 2c mentre la lunghezza dell’asse maggiore è 2a, quindi l’eccentricità è data dal rapporto 
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Essendo 
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si avrà
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e le coordinate dei fuochi di un’ellisse di equazione nota sono:
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Poiché 
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Osservazione didattica. 
Consideriamo il caso in cui sia 
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 e quindi i fuochi siano due punti coincidenti (coincidono con il centro) allora si ha e = 0. 
Inoltre dalla relazione 
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Questa equazione rappresenta una circonferenza di centro l’origine e raggio a; quindi la circonferenza si può considerare come un caso particolare di un’ellisse i cui fuochi coincidono col centro.

Nel caso limite di e = 1 , si ha c = a (fuochi nei due vertici) e b = 0. L’ellisse, riducendosi all’asse maggiore, diventa degenere.

Osservazione didattica. Essendo 
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, si ricava che, quanto più il rapporto 
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 si avvicina a zero, cioè quanto più a è grande rispetto a b, tanto più l’eccentricità si avvicina a 1.
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Concludendo, se nella definizione di ellisse si comprende anche  il caso c = 0 per l’eccentricità vale la relazione:
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3.3.5
 Equazione canonica dell’ellisse con i fuochi appartenenti all’asse y
Determiniamo l’equazione canonica dell’ellisse con i fuochi sull’asse y.  Il procedimento è analogo a quello usato per l’ellisse con i fuochi sull’asse x.
Consideriamo un’ellisse e indichiamo con:

2c con c
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 la distanza tra F1 e F2, detta distanza focale;

scegliamo un opportuno sistema di assi cartesiani Oxy in modo che i due fuochi dell’ellisse stiano sull’asse delle y e siano equidistanti dall’origine.
Vediamo ora come determinare l’equazione dell’ellisse rispetto a tale riferimento.

In questo caso, diversamente dal precedente procedimento visto per l’ellisse con i fuochi sull’asse x, indichiamo con:

2b con b
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  la somma costante delle distanze dei punti dell’ellisse dai fuochi.

Poiché abbiamo indicato la distanza focale con 2c, le coordinate dei fuochi saranno:
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Indichiamo con
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il punto generico dell’ellisse, verificante cioè la condizione: 
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Con calcoli analoghi a quelli effettuati per l’ellisse con i fuochi sull’asse x si ottiene l’equazione canonica dell’ellisse:
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L’equazione ottenuta è uguale a quella che ha i fuochi  sull’asse x. 
Osservazione didattica. Poiché 
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Proprietà
Anche l’ellisse con i fuochi sull’asse y:

·   è simmetrica rispetto agli assi cartesiani e il centro di simmetria e l’origine degli assi;

· ha vertici nei punti 
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· è inscritta nel rettangolo che ha i lati di equazioni 
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Poiché  
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, quindi le coordinate dei fuochi di un’ellisse di equazione nota sono:
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L’eccentricità per l’ellisse con i fuochi sull’asse y, essendo 2b la lunghezza dell’asse maggiore, è:
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3.3.6
 Intersezioni di una retta con un’ellisse
Data un’ellisse di equazione E 
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 e una retta r di equazione 
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, vi sono tre possibili posizioni di r rispetto a  E:
· r è secante E, cioè la interseca in due punti distinti
· r è tangente E, cioè la interseca in un punto (con molteplicità due)
· r è esterna a E, cioè non la interseca in alcun punto.
Dal punto di vista analitico, le eventuali intersezioni tra l’ellisse E e la retta r si trovano risolvendo il sistema formato dalle due equazioni:
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Tale sistema si risolve sostituendo alla y, nella prima equazione, l’espressione 
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Questa, (opportunamente sviluppata e ordinata) è un’equazione di secondo grado.

[image: image473.emf]A

B

P

L

Indicando con 
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 il discriminante dell’equazione risolvente, si possono verificare i seguenti tre casi:
· 
[image: image174.wmf]0
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in tal caso il sistema ammette due soluzioni reali; questo significa che la retta r e l’ellisse E hanno due punti in comune, le cui coordinate sono le soluzioni del sistema, ossia che la retta r è secante  E.
In simboli:
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 in tal caso  il  sistema  ammette 
due soluzioni  reali  e  coincidenti,  ossia  

la retta r  è tangente all’ellisse E, avendo 
un solo punto in comune con essa.
In simboli:
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 in tal caso il sistema non ha soluzioni reali, cioè non esistono punti in comune tra la retta r e l’ellisse E; la retta è perciò esterna a E.
In simboli:
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Osservazione didattica. Osserviamo che considerando l’equazione della retta r in forma esplicita: 
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, abbiamo escluso in caso in cui la retta r sia parallela all’asse y. Vedremo tra breve quali conseguenze può avere l’esclusione delle retta parallele all’asse y.
Esempio 1. Studiamo che  posizione ha la retta di equazione 
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 rispetto all’ellisse 
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Svolgimento. Risolviamo il sistema:
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Ricaviamo la x dalla seconda equazione, sostituiamo in quella di secondo grado e svolgiamo i calcoli. Otteniamo l’equazione risolvente:
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Il discriminante dell’equazione è 
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L’equazione ha perciò le due soluzioni distinte 
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 e dunque la retta interseca l’ellisse nei due punti A(4, 1) e B(0, 3).
3.3.7
 Rette tangenti ad un’ellisse

Siano E un’ellisse di equazione 
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 un punto del piano. Vogliamo determinare le equazioni delle eventuali rette tangenti a E condotte da P.
Geometricamente possono verificarsi tre casi:
1. P è interno a E; ogni retta P è allora secante E, quindi non è possibile condurre alcuna tangente per P;

[image: image477.png]



2. P appartiene a E; esiste quindi una e una sola retta per P tangente a E;
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 3. P è esterno a E; è perciò possibile condurre due rette per P tangenti a E; t1 e t2. 
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Per determinare le rette tangenti nei casi 2 e 3, è sufficiente imporre la condizione che la retta generica per P di equazione 
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 abbia una sola intersezione con E. Perché ciò avvenga, l’equazione risolvente il sistema:
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deve avere radici reali e coincidenti. Pertanto la condizione da imporre è: 
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 (dove 
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 è il discriminante dell’equazione risolvente).

Proponiamo agli studenti i seguenti esempi.
Esempio 1. Vogliamo scrivere le equazioni delle tangenti all’ellisse 
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 condotte dal punto P (3,0).
Svolgimento. Scritta l’equazione della retta generica passante per P:
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imponiamo che il sistema:
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ammetta soluzioni coincidenti. Eliminando la variabile y, si ottiene l’equazione risolvente:
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La condizione di tangenza, 
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cioè:
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da cui si ottiene:
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Pertanto le equazioni delle  rette tangenti sono:
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Esempio 2. Determiniamo le equazioni delle eventuali rette tangenti condotte dal punto P(-3
[image: image208.wmf]2

, 1) all’ellisse di equazione E: 
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Nota didattica. In generale se si considera il fascio di rette rappresentato in forma esplicita cioè con un’equazione del tipo 
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 sarebbe opportuno immediatamente verificare  se la retta di equazione 
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 è soluzione del problema, e in seguito trovare le eventuali altre rette che soddisfano le condizioni del problema.

Svolgimento. Per determinare le equazioni delle rette t1 e t2 condotte da P e tangenti a E, scriviamo l’equazione della retta generica per P:

[image: image212.wmf])

2

3

(

1

+

=

-

x

m

y


[image: image480.emf]e = 0

A

1



A

2



x

y

F

1

 = F

2



a

x

y

e = 0,8

b

A

1



A

2



F

1



F

2



OO

A

1



A

2



F

1



F

2



O

e = 0,99

x

y

x

y

O

A1

A2

F1

F2

e = 1

a

a

a

c

d

e imponiamo che il sistema:

ammetta soluzioni coincidenti. Eliminando la variabile  y,  si ottiene l’equazione risolvente:
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La condizione di tangenza: 
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 è quindi:
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cioè

[image: image216.wmf]12

2

=

m


[image: image481.emf]A

P

F

1



F

2

Osserviamo che in questo caso l’equazione in m è di primo grado e quindi fornisce un solo valore di m: 
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2

=

m

, che è la pendenza di una delle rette tangenti cercate, e precisamente della tangente t2 : 
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Questo non significa che esiste una sola tangente a E condotta per P (P è esterno all’ellisse e per un punto esterno ad un’ellisse è possibile condurre due rette distinte tangenti ad essa), ma significa che la tangente t1 è parallela all’asse y (t1 : 
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). Infatti, considerando l’equazione di una generica retta per P nella forma 
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, abbiamo escluso la retta per P parallela all’asse y, che è proprio la seconda retta tangente cercata.
3.3.8  Condizioni per determinare l’equazione di un’ellisse
Determinare l’equazione di un’ellisse significa determinare i due coefficienti a, b che compaiono nell’equazione 
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Pertanto occorrerà fornire due condizioni tra loro indipendenti, ad esempio:
1. Passaggio dell’ellisse per due punti (non simmetrici rispetto agli assi o rispetto all’origine;

2. conoscenza della coordinata di un fuoco e di un vertice (o semiasse);

3. conoscenza dell’eccentricità e passaggio per un punto;

4. conoscenza della misura di un semiasse e dell’eccentricità;

5. conoscenza delle lunghezze dei due semiassi;

6. passaggio dell’ellisse per un punto e si conoscono le coordinate di un fuoco (o di un vertice).
Nota didattica. La lunghezza di un semiasse è uguale, a meno del segno, alla coordinata non nulla dei vertici che si trovano su tale asse; quindi le coordinate di un vertice e la lunghezza di un semiasse forniscono la stessa condizione. Le coordinate di un fuoco o un vertice corrispondono a una sola condizione.

3.3.9  L’ellisse con Cabri Géomètre II Plus  e Derive
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A questo punto gli studenti saranno portati in laboratorio, inteso come “ambiente” di simulazione, di stimolo e di apprendimento di concetti teorici propri della matematica.
a) L’ELLISSE CON CABRI GÉOMÈTRE II PLUS
Nota storica. La prima versione di questo software è stata realizzata presso il Laboratoire de Structure Discrete et de Didactique de l’Université “Joseph Fourier” di Grenoble (Francia) nel 1988. Il suo nome è stato ricavato da “CAhier de BRouillon Interactif de Gèomètrie” (Quaderno di appunti interattivo di geometria). Era stato sviluppato come un programma per lo studio dei grafi che permetteva di deformare una configurazione con lo spostamento di uno dei punti base del fascio e si è pensato quindi di utilizzarlo per ottenere un programma che consentisse di realizzare figure geometriche nel piano e di variarle istantaneamente muovendo i punti base della costruzione.
Questo software ha una notevole valenza didattica perché permette di vedere in maniera vivace e dinamica, date le caratteristiche di variabilità delle figure che si possono tracciare, le proprietà delle figure geometriche che invece molto spesso vengono presentate in modo statico all’interno della scuola.
Il programma, inoltre, ben si integra con l’utilizzo delle trasformazioni geometriche. Sembra largamente accettato dai docenti che l’introduzione di questo software favorisca un insegnamento ed un apprendimento più dinamico e coinvolgente della geometria. In questo senso ci  sono oggi, in Italia e nel mondo, moltissime esperienze di introduzione del Cabri Géomètre nell’insegnamento della geometria a tutti i livelli di scuola.
Il software permette un’interazione molto ricca con le figure geometriche. Grazie alla possibilità di trascinamento dei punti base di una figura è possibile indagare sulle proprietà invarianti di una data configurazione. Le proprietà vengono visualizzate in modo dinamico, con la possibilità di tenere sotto controllo visivo una figura e le sue variazioni. La possibilità di visualizzare luoghi in modo cinematico e di animare una figura hanno reso questo software di particolare interesse per gli insegnanti.
Quali sono i cambiamenti introdotti nella didattica? Il software non “fa” dimostrazioni ma permette di proporre in laboratorio dei problemi e di consentire la formazione di congetture che saranno poi sottoposte a verifica; l’approccio alla geometria diventa così più intuitivo e si può dare il giusto spazio alla fase dell’esplorazione e della creatività.
Risulta più facile “fare matematica“ senza soffermarsi sui particolari formali e sulle difficoltà di calcolo. Con strumenti come questi, negli allievi si raggiunge una maggiore comprensione del significato degli “oggetti” matematici che si studiano, nella pratica didattica si può lavorare “per problemi” e ridiscutere la presentazione classica della matematica scolastica, sempre vista come asettica e dogmatica. Questi strumenti possono cambiare radicalmente il modo in cui si apprende e si insegna la matematica.
Esempio 1. Costruzione dell'ellisse dati i semiassi a, b. 
Svolgimento. 

· Si disegnano due circonferenze di centro O e raggi a, e b;
· si conduce la retta per O che interseca le due circonferenze nei punti Q, P;
· da P si conduce la perpendicolare alla retta x e da Q la parallela alla retta x;
sia E la loro intersezione.
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Essendo a = 4, b = 1,
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Il punto E appartiene all’ellisse con semiasse maggiore b sull’asse y; allora facendo variare tale punto si descrive l’ellisse.

b) DISEGNIAMO L’ELLISSE CON DERIVE
L’utilizzo del software Derive è motivato dalla necessità di fornire agli studenti uno strumento di lavoro sia guidato sia autonomo per il controllo e il consolidamento delle conoscenze, competenze e capacità che vanno acquisendo.
Esempio 2. Data l’equazione dell’ellisse in forma canonica
[image: image223.wmf]1

9

4

2

2

=

+

y

x

 rappresentarla graficamente.
Svolgimento.

· Scrivere in Autor l’equazione 
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· premuto invio sullo schermo apparirà 
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;
· cliccare sulla Finestra Grafica 2D  per passare all’ambiente grafico;
· un ulteriore clic su Traccia Grafico, produrrà la seguente rappresentazione grafica.
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Essendo a = 4, b = 5 quindi :
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c) STRUMENTI PER TRACCIARE UN’ELLISSE
Martin Gardner in uno dei suoi libri "Enigmi e giochi matematici" vol. 3 pagina 168 descrive il seguente modo per disegnare una ellisse:
Si prende una teglia da dolce di forma circolare e un disco di cartone con diametro uguale alla metà di quello della teglia. 
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Essendo a = 4, b = 3 quindi :



c = (16 + 9 )
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Si fissa un foglio di carta sul fondo della teglia. Si fa un foro con una matita in un qualunque punto del disco, si appoggia la punta della matita sulla carta, poi si fa rotolare il disco lungo il bordo interno della teglia. Se tutto funziona bene, sulla carta rimarrà disegnata una ellisse. 
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Se il foro è al centro del disco l'ellisse diventerà una circonferenza.

d)  COMPASSO ELLITTICO
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Il compasso ellittico è uno strumento in grado di disegnare ellissi, come il tradizionale compasso consente di tracciare le circonferenze. Esso consiste in una barretta di lunghezza a + b mobile in grado di scorrere con gli estremi A e B  vincolati su due rette a squadra, che pensiamo coincidenti con gli assi del riferimento cartesiano.

Dal teorema di Pitagora si ha infatti
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Dalla  similitudine dei triangoli AOB e PHB, essendo PH = y, si ottiene
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e dalla similitudine dei triangoli AOB  e  AKP,  essendo   KP = x,
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 EMBED Equation.3  [image: image231.wmf].
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Sostituendo pertanto i valori trovati di 
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 nella prima relazione si ha


[image: image234.wmf],

)

(

)

(

)

(

2

2

2

2

2

2

2

b

a

b

y

b

a

a

x

b

a

+

=

+

+

+


che divisa per 
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 fornisce l’equazione dell’ellisse
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Le coordinate x e y del punto P verificano tale equazione, cioè il punto P appartiene, qualunque sia la posizione della barretta, all’ellisse di semiassi a e b.

Vediamo ora come disegnare un ellisse con Cabri Géomètre II Plus utilizzando lo stesso metodo del compasso ellittico.
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Si disegni una circonferenza c di centro O e due diametri perpendicolari. Per ogni punto M di c consideriamo le sue proiezioni ortogonali B e A sui due diametri rispettivamente. Si consideri un punto P sul segmento AB. Il luogo descritto da P al variare di M su c è un ellisse di semiassi AP = b  e BP = a. Con Cabri Géomètre II Plus possiamo verificare che al variare di P su AB otteniamo sempre ellissi, con la circonferenza come caso particolare se prendiamo P coincidente con il punto medio di AB.
3.3.10 La Fisica e l’ellisse: orbite dei pianeti
Il primo sistema planetario aperto a maggiori sviluppi è stato il sistema copernicano, proposto da Niccolò Copernico (1473 – 1543) nel De revolutionibus orbium coelestium, pubblicato negli  ultimi giorni della sua vita: in esso si riconosce che la Terra e gli altri pianeti ruotano intorno al sole.
Nel 1600 Keplero (1571 - 1630), divenuto assistente di Tycho Brahe (1546 – 1601) nell’Osservatorio astronomico di Praga, eseguì accurate misure delle orbite, in particolare di quelle di Marte, dalle quali emerse che le orbite non erano esattamente circolari.
Keplero riconobbe che i pianeti si muovono intorno al Sole su orbite ellittiche delle quali il Sole occupa uno dei due fuochi, risultato  oggi  comunemente  denominato  come  prima  legge 
di Keplero. Scoprì anche, sempre studiando l’orbita di Marte (Astronomia Nova, 1609), che la linea retta che congiunge il pianeta con il sole forma  aree uguali in tempi uguali, mentre il pianeta descrive la sua orbita.        L’orbita di Marte secondo Keplero          

Questo risultato è oggi detto seconda legge di Keplero.                                                                                      
Osservazione didattica. Il carattere rivoluzionario delle due leggi consiste nel fatto che, per la prima volta, una singola curva geometrica non combinata con altre curve ed una singola legge di moto sono sufficienti per potere prevedere la posizione dei pianeti e per la prima volta queste previsioni risultano precise quanto le osservazioni.
Osservò inoltre un fenomeno temporale – geometrico sorprendente, pubblicato su Harmonice mundi (1619): il quadrato dei periodi di rivoluzione di qualsiasi pianeta è proporzionale al cubo dell’asse maggiore dell’ellisse su cui ruota. Il risultato, detto terza legge di Keplero, significa che il rapporto tra il quadrato del periodo di rivoluzione e il cubo del semiasse maggiore dell’ellisse percorsa è lo stesso sia per Marte sia per la Terra sia per qualsivoglia pianeta del sistema solare.
A questo punto è bene far notare agli studenti la seguente osservazione.
Osservazione didattica. Dato che il valore dell’eccentricità e dà una misura dello schiacciamento di un’ellisse, se consideriamo le diverse ellissi di semiassi a = 1 e b variabile al variare di e, poiché
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ne deriva che
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e quindi che, per a = 1,
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La tabella seguente dà un’idea di come si riduca il semiasse minore b al crescere di e.
	e
	b

	0
0,1

0,2

0,4

0,6

0,8

0,9

0,99
	1
0,9949

0,9797

0,9165

0,8

0,6

0,4358

0,1410


Le orbite dei pianeti del sistema solare sono in effetti ellissi di eccentricità molto piccola, sono quindi orbite molto vicine a circonferenze. Considerato uguale a 1 il loro semiasse maggiore possiamo allora ricavare dalle relative eccentricità le diverse lunghezze dei semiassi minori (tabella seguente).
	Pianeta
	Eccentricità
	Semiasse minore

	Mercurio 

Venere

Terra

Marte

Giove

Saturno

Urano

Nettuno 

Plutone
	0.206

0.007

0.017

0.093

0.048

0.056

0.047

0.009

0.249
	0.97855 

0.99997

0.99985

0.99566

0.99884

0.99843

0.99889

0.99995


3.3.11 Tempi dell’intervento didattico

Per svolgere questa unità didattica si prevedono i seguenti tempi:

Accertamento dei prerequisiti:



 

1h

Lezioni frontali e svolgimento degli esercizi:



5h

Verifica formativa + discussione:



          2h

Attività di laboratorio:




                    2h

Consegna e correzione verifica sommativa:


          1h


Per un totale di 11 ore che, che tenuto conto delle 5 ore settimanali di matematica, equivalgono a circa  tre settimane di lavoro. La previsione è da intendersi elastica, perché occorre tener conto dell’andamento e dei processi di apprendimento della classe.
3.3.12 Verifica sommativa U.D. 1
1. Disegnare con Cabri Géomètre II Plus  le seguenti ellissi, dopo averne determinato i vertici, i fuochi e l’eccentricità:
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2. Determinare l’equazione dell’ellisse del tipo
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 avente vertici in (0, ±9), fuochi in (0, ±
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3. Determinare le equazioni delle rette passanti per (-2, 0) e tangenti all’ellisse di equazione 
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4. Determinare le rette passanti per l’origine sulle quali l’ellisse 
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 stacca corde di lunghezza uguale a 
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. Detti A, B, C, D i punti d’intersezione dell’ellisse con tali rette, determinare le equazioni delle rette tangenti all’ellisse in questi punti e l’area del quadrilatero determinato da tali tangenti.
Griglia di valutazione per la verifica sommativa (compilata nelle sue parti)
	
	CONOSCENZA
	COMPETENZA
	CAPACITA’

	
	TOTALE
	OTTENUTI
	TOTALE
	OTTENUTI
	TOTALE
	OTTENUTI

	ESERCIZIO 1
	3
	
	3
	
	3
	

	ESERCIZIO 2
	2
	
	3
	
	3
	

	ESERCIZIO 3
	3
	
	3
	
	2
	

	ESERCIZIO 4
	4
	
	3
	
	4
	

	TOTALE
	12
	
	12
	
	12
	


Capitolo 4  U.D.2 L’IPERBOLE

4.1
PREREQUISITI
Per lo svolgimento di questa u.d. si ritiene necessaria la conoscenza dei contenuti dell’unità didattica 1 e inoltre:
· Uso del software Cabri Géomètre II Plus  e Derive.
4.2
OBIETTIVI SPECIFICI
Conoscenze

CONOSCERE
· Il concetto di iperbole come luogo geometrico.

·  Il concetto di equazione dell’iperbole. 
· Il concetto delle proprietà dell’iperbole.
· Il concetto di equazione dell’iperbole equilatera.
· Svolgere esperienze interessanti con il software  Cabri Géomètre II Plus e Derive a sostegno, chiarimento, dei concetti relativi e degli esercizi proposti nel testo.
Competenze

SAPER
· Riconoscere l’equazione di un’iperbole.
· Tracciare nel piano cartesiano un’iperbole data l’equazione.
· Individuare le principali proprietà di un’iperbole.
· Determinare l’equazione dell’iperbole equilatera.
· Risolvere semplici problemi che coinvolgono retta ed iperbole.
Capacità

SAPER

· Utilizzare le conoscenze e le competenze acquisite per risolvere esercizi.

· Individuare in problemi la necessità di giungere alla soluzione mediante l’uso dell’iperbole.

· Applicare le conoscenze e le competenze acquisite in un contesto interdisciplinare.
4.3
CONTENUTI
- Iperbole come luogo geometrico.

- Equazione canonica dell’iperbole con i fuochi appartenenti all’asse x.

- Proprietà dell’iperbole:


>> Simmetria rispetto agli assi cartesiani.


>> Intersezione dell’iperbole con gli assi cartesiani.

>> L’iperbole è una curva illimitata.
>> Asintoti.

>> Eccentricità.

-  Iperbole equilatera.
- L’iperbole con Cabri-géomètre II Plus  e Derive.
- Navigazione iperbolica.

4.4 SVILUPPO DEI CONTENUTI
4.4.1
 Iperbole come luogo geometrico
DEFINIZIONE. Dati due punti 
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 del piano, si chiama iperbole il luogo geometrico dei punti del piano per i quali è costante il valore assoluto della differenza delle distanze da 
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Iperbole =  
[image: image250.wmf]{

}

.

0

,

   

,

2

  

piano,

 

del

 

 

punti

2

1

>

Â

Î

=

-

a

a

a

PF

PF

P


(Ricordiamo che si chiama “luogo geometrico” l’insieme di tutti e soli punti che godono di una cera proprietà geometrica).

I due punti 
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 sono detti fuochi dell’iperbole.
1° Costruzione: metodo del giardiniere 

Nel seguente frammento, tratto dalla Diottrica (1637), che è un'opera con intenti divulgativi, espressamente rivolta agli artigiani Cartesio accenna allo strumento a filo teso per tracciare un'iperbole.
"Anche l' iperbole è una linea curva che i matematici spiegano come l' ellissi, servendosi della sezione di un cono. 

Tuttavia, perchè la possiate concepire più facilmente, addurrò qui ancora una volta l'esempio di un giardiniere che se ne serva per disegnare gli ornamenti di una qualche aiuola."

AF2 è un'asticella di legno, di lunghezza h, girevole intorno al perno F2, fissato al piano . APF1  è un filo flessibile e inestendibile, di lunghezza l (l < h) teso fra l'estremo A dell'asta e il punto F1 anch'esso fissato al piano. (F1F2 > h - l).

 Quando l'asta AF2 ruota attorno a F2 la punta scrivente in P che mantiene il filo teso con il tratto AP appoggiato al bordo dell'asta, descrive un arco di iperbole di fuochi F1 F2.
2° Costruzione con Cabri Géomètre II Plus dell’iperbole
Prendiamo una circonferenza di centro un punto F1 e raggio a piacere ed un punto esterno ad essa, F2. Preso un punto A sulla circonferenza si traccia la retta AF1 e l’asse del segmento AF2. Il loro punto di intersezione appartiene all’iperbole.

Il procedimento eseguito è il seguente:
· Circonferenza di centro F1 e raggio a piacere; 
· punto F2 esterno alla circonferenza;

· punto A appartenente alla circonferenza; 
· retta AF1 e segmento AF2 ;

· asse del segmento AF2 ;

· punto P intersezione tra l’asse e retta AF1 ;

· luogo dei punti P al variare di A .

3° Costruzione per punti dell’iperbole
Fissati i punti 
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  su una retta, indichiamo con 
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 la distanza focale e O  il punto medio del segmento 
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Fissiamo i punti 
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 simmetrici rispetto a O  e a  distanza 
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Preso un punto qualunque Q sull’asse focale esternamente al segmento 
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, si costruiscano le circonferenze con centri 
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Siano 
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 i loro punti di intersezione e verifichiamo che entrambi appartengono all’iperbole, infatti:
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Per la disuguaglianza triangolare, deve essere
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Il punto Q deve essere esterno al segmento 
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. Infatti sostituendo, si ottiene:
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da cui si ricava  


     

[image: image268.wmf]c

a

r

2

2

2

³

-


e quindi   



                  
[image: image269.wmf].

a

c

r

+

³


Osservazione didattica. Il docente fa notare agli studenti che al variare di Q sull’asse focale ed esternamente al segmento 
[image: image270.wmf]2
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, si ottengono tutti i punti dell’iperbole. Per di più ogni punto dell’iperbole si può ottenere con questa costruzione.
Infatti preso P, un generico punto dell’iperbole, dalla definizione data  
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, cioè se P è più vicino a 
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Si prende Q esterno al segmento 
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allora P si può costruire da un punto di vista  geometrico.

Osservazione didattica. Nell’altro caso, ovvero se P è più vicino a 
[image: image278.wmf]2
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 si procede in modo analogo.
4.4.2
 Equazione canonica dell’iperbole con i fuochi appartenenti all’asse x
Consideriamo un’iperbole e indichiamo con:

2c con c
[image: image279.wmf]0
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 la distanza tra F1 e F2, detta distanza focale
e scegliamo un opportuno sistema di assi cartesiani Oxy  in modo tale che l’asse delle ascisse coincida con la retta passante per i punti  
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  ed  
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, quello delle ordinate con l’asse del segmento 
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 EMBED Equation.3  [image: image283.wmf]2
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  e  l’origine O  nel punto medio del segmento 
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 EMBED Equation.3  [image: image285.wmf]2
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Vediamo ora come determinare l’equazione dell’iperbole rispetto a tale riferimento.

Indichiamo con:

2a con a
[image: image286.wmf]0
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  la differenza costante della distanza di un punto P della curva dai  fuochi.
Poiché abbiamo indicato la distanza focale con 2c, le coordinate dei fuochi saranno:
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Indicato con 
[image: image288.wmf])
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 un generico punto del piano, calcoliamo le distanze del punto dai fuochi:
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La condizione affinché un punto 
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appartenga all’iperbole è che sia: 
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sostituendo in quest’ultima uguaglianza le espressioni di 
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Se eliminiamo il valore assoluto, otteniamo:
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da cui, elevando al quadrato, si ottiene:
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Riduciamo in termini simili e dividiamo per 4:
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Eleviamo al quadrato entrambi i membri nuovamente:
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e infine
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 In un triangolo un lato è maggiore della differenza degli altri due. Considerato il triangolo 
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e il terzo lato è il segmento 
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 di lunghezza 2c, che congiunge i due fuochi, quindi:
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Poniamo:
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e otteniamo l’equazione del luogo geometrico:
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 Dividiamo tutti i termini per 
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che si dice equazione canonica dell’iperbole avente i fuochi sull’asse x.
Osservazione didattica. E’ ben far notare alla classe che con l’elevamento al quadrato non si sono introdotte soluzioni estranee

4.4.3
 Proprietà dell’iperbole

4.3.4.1  SIMMETRIA RISPETTO AGLI ASSI CARTESIANI
Nell’equazione dell’iperbole le variabili x e y compaiono solo elevate al quadrato, se  a questa curva appartiene il punto 
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L’iperbole è  quindi una curva simmetrica rispetto all’asse x, all’asse y e all’origine. 
Osservazione didattica. Si dice anche che l’equazione canonica dell’iperbole rappresenta un’iperbole riferita al centro e ai suoi assi di simmetria  perché gli assi coordinati sono assi di simmetria e l’origine è il centro dell’iperbole.
4.3.4.2  INTERSEZIONE DELL’IPERBOLE CON GLI ASSI CARTESIANI
Per determinare le intersezioni di un‘iperbole con l’asse x e con l’asse y, mettiamo a sistema l’equazione dell’iperbole con l’equazione dell’asse x e con l’asse y, cioè risolviamo i seguenti sistemi:
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L’asse delle x interseca  l’iperbole nei due punti 
[image: image330.wmf](
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L’iperbole non ha intersezioni con l’asse y. 

Osservazione didattica. I due punti si dicono i vertici dell’iperbole.  

Il segmento 
[image: image332.wmf]2
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 prende il nome di asse trasverso (o principale o focale). Ha lo stesso nome anche l’asse delle x che passa per 
[image: image333.wmf]1
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 ed 
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 e contenente i fuochi. L’asse trasverso interseca quindi l’iperbole in due punti di ascisse – a e + a; questi due punti si dicono i vertici dell’iperbole; a si dice lunghezza del semiasse trasverso.
Poiché l’iperbole non ha intersezioni con l’asse y è detto asse non traverso            (o secondario) ed è la retta perpendicolare all’asse trasverso nel punto medio del segmento di estremi i due fuochi. 
4.3.4.3   L’IPERBOLE E’ UNA CURVA ILLIMITATA
Ricaviamo 
[image: image335.wmf]2
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  dall’equazione canonica dell’iperbole: 

[image: image336.wmf]1

2

2

2

2

=

-

b

y

a

x

.
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da cui:
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Poiché il primo membro è sempre positivo o nullo, tale deve risultare anche il secondo, quindi per avere punti della curva si devono attribuire ad x valori tali per cui risulti
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Dunque l’iperbole non ha punti interni alla striscia limitata dalle rette parallele all’asse y passanti per i vertici della curva ed è costituita da due rami distinti.

4.3.4.4   ASINTOTI
Data un’iperbole  di equazione 
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 e una retta r di equazione 
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, cerchiamo le intersezioni tra la retta e l’iperbole.
Risolvendo quindi il sistema
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otteniamo le soluzioni
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Si possono presentare i tre casi seguenti:
1. CASO                                 [image: image346.wmf]0
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In questo caso i valori ottenuti dalle [3.1] sono reali, ossia la retta  
[image: image348.wmf]mx
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  interseca l’iperbole in due punti reali e distinti.
2. CASO                                  
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Le rette aventi tali coefficienti angolari:

[image: image351.wmf]x
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si dicono asintoti dell’iperbole. Tali rette non intersecano mai l’iperbole, ma ad essa si avvicinano indefinitamente a mano a mano che ci si allontana dall’origine.
Nota didattica. Gli asintoti sono le diagonali del rettangolo di vertici A1 (a,0),  A2 (-a,0), B1(0,b) e B4 (0,-b).

b si dice lunghezza del semiasse non trasverso.

Nota storica. La parola asintoto deriva dal greco e significa “che non coincide”.
Osservazione didattica. Osservando le [3.1]  si nota che, assegnando a m valori molto vicini a  
[image: image352.wmf]a
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 diventa un numero molto piccolo, vicino allo zero, e poiché  i numeratori sono costanti i valori assoluti di x e y crescono indefinitamente.
Osservazione didattica. La relazione 
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  dice che l’iperbole è contenuta nella coppia di angoli opposti al vertice determinati dagli asintoti e non contenenti l’asse y. E’ per questo motivo che si dice che la curva è costituita da due rami.

3. CASO                                 
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In questo caso, il sistema non ha soluzioni reali, cioè la retta non interseca l’iperbole. 
4.3.4.5   ECCENTRICITA'
Il rapporto fra la distanza focale e la lunghezza dell’asse trasverso di un’iperbole è  detto eccentricità  ed è solitamente indicato con la lettera e:


[image: image357.wmf]  

trasverso

 

asse

dell'

 

lunghezza

focale

 

distanza

=

e


Nell’iperbole con i fuochi sull’asse x, la distanza focale è 2c mentre la lunghezza dell’asse trasverso è 2a, quindi l’eccentricità è data dal rapporto 
[image: image358.wmf]a

c

2

2

, ossia:

e = 
[image: image359.wmf]a

c

.

Essendo 
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Quindi le coordinate dei fuochi di un’iperbole di equazione nota sono
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si avrà
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Poiché 
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Osservazione didattica. Giova far comprendere agli studenti che a eccentricità maggiore corrisponde maggiore apertura dei rami dell’iperbole e lo si fa notare esaminando i grafici di tre iperboli con lo stesso valore di a (a = 4) e diversi valori di b.
a)
Grafico di 
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Essendo a  =  4, b = 1, quindi c
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b)
Grafico di 
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Essendo a  =  4, b = 3, quindi c
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c) 
Grafico di 
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Essendo a  =  4, b = 5, quindi c
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4.4.4
 Equazione canonica dell’iperbole con i fuochi appartenenti all’asse y
Determiniamo l’equazione canonica dell’iperbole con i fuochi sull’asse y. Il procedimento è analogo a quello usato per l’iperbole con i fuochi sull’asse x.

Consideriamo un’iperbole e indichiamo con:

2c con c
[image: image377.wmf]0
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 la distanza tra F1 e F2, detta distanza focale;

scegliamo un opportuno sistema di assi cartesiani Oxy in modo che i due fuochi dell’iperbole stiano sull’asse delle y e siano equidistanti dall’origine.
Vediamo ora come determinare l’equazione dell’iperbole rispetto a tale riferimento.

In questo caso, diversamente dal precedente procedimento visto per l’iperbole con i fuochi sull’asse x, indichiamo con:

2b con b
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 la differenza costante della distanza di un punto P della curva dai  fuochi.
Poiché abbiamo indicato la distanza focale con 2c, le coordinate dei fuochi saranno:
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Se indichiamo con
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il punto generico dell’iperbole, verificante cioè la condizione: 
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Con calcoli analoghi a quelli effettuati per l’iperbole con i fuochi sull’asse x si ottiene l’equazione canonica dell’iperbole aventi i fuochi sull’asse y.

[image: image387.wmf]1

2

2

2

2

-

=

-

b

y

a

x


Proprietà
Anche l’iperbole con i fuochi sull’asse y:

·   è simmetrica rispetto agli assi cartesiani e rispetto all’origine;

· l’asse y è l’asse trasverso e i vertici reali sono 
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· l’asse x è l’asse non trasverso e i punti 
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  sono detti vertici non  reali;
· le rette di equazione 
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· le coordinate dei fuochi dell’iperbole di equazione nota:
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L’eccentricità per l’iperbole con i fuochi sull’asse y, essendo 2b la lunghezza dell’asse maggiore, è:
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Osservazione didattica. Gli asintoti sono le diagonali del rettangolo di vertici A1 (a,0),  A2 (-a,0), B1(0,b) e B4 (0,-b).

Esempio 1. Nell’iperbole di equazione 
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, a = 2, b = 4, i vertici reali sono 
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4.4.5
   L’iperbole equilatera
Se nell’equazione canonica dell’iperbole 
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Che rappresenta un’iperbole particolare detta iperbole equilatera.

In questo caso gli asintoti dell’iperbole 
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hanno equazioni:
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Cioè gli asintoti dell’iperbole equilatera sono le bisettrici degli assi e quindi rette fra loro perpendicolari.
Osservazione didattica. Se si aggiunge come prerequisito la conoscenza delle trasformazioni delle coordinate cartesiane ed in particolare della rotazione degli assi si può introdurre anche la iperbole equilatera riferita agli asintoti.

Vogliamo vedere quale forma assume l’equazione dell’iperbole equilatera quando si riferisce la curva ad un nuovo sistema OXY, ottenuto da quello dato facendolo ruotare attorno ad O di un anglo di 45°. Ovvero vogliamo ricavare l’equazione dell’iperbole equilatera assumendo come nuovi assi cartesiani ortogonali gli asintoti.

Applicando le formule per la rotazione nel caso di un angolo di 45° si ottiene:


Sostituendo nella equazione canonica della iperbole equilatera si ottiene:
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Facendo invece ruotare attorno ad O il sistema 
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 di un angolo di -45° si arriva all’equazione:
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Posto 
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 si ottiene l’equazione dell’iperbole equilatera riferita agli asintoti:
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l’iperbole ha i suoi rami nel 1° e 3° quadrante; se è 
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 l’iperbole ha i suoi rami nel 2° e 4° quadrante.

Osservazione didattica. L’unità didattica relativa all’iperbole può essere completata con le considerazioni relative alle intersezioni retta-iperbole ed alle retti tangenti l’iperbole.
4.4.6  L’iperbole con Cabri Géomètre II Plus  e Derive
A questo punto gli studenti sono portati in laboratorio di informatica. 

L’attività di laboratorio integra gli elementi di contenuto dei vari temi e costituisce essa stessa, un momento di riflessione teorica. Essa consiste in analisi dei problemi e loro risoluzione informatica attraverso l’utilizzo di programmi disponibili e di software di utilità.

Ecco ora una costruzione  che permette di creare indifferentemente ellissi od iperboli:

· disegnare una qualunque retta 'orizzontale' al centro dello schermo;

· tracciare sulla retta due punti  A, B;
· costruire una circonferenza di centro A e raggio qualunque in modo che il punto B non stia sulla alla circonferenza.
Osservazione didattica. Per fissare le idee supponiamo che sia interno.

· Prendere sulla circonferenza un punto qualunque P poi tracciare la retta passante per i due punti AP;
· tracciare la retta a asse di PB;
· definire il punto L intersezione tra la retta a e la retta passante per AP;
· costruire il luogo di punti disegnato da L al variare di P.
Osservazione didattica. Il docente stimola gli studenti ponendo tale quesito: “Di che luogo si tratta”?
· Si modifica ora la posizione del punto B in modo che r>AB.
Osservazione didattica.  Giova far notare alla classe che si passa da una ellisse ad una iperbole, a seconda che il punto sia interno od esterno alla circonferenza.

Osservazione didattica. Il docente stimola la classe ponendo tale quesito: “Sai spiegare i risultati ottenuti”? 

(Suggerimento: ricordare le definizioni dei due luoghi ottenuti).

4.4.6
 Navigazione iperbolica

Si supponga che in due punti A e B di una superficie piana si trovino due sorgenti luminose in grado di emettere segnali di diverse frequenze, ad esempio tre: rosso,  giallo e blu secondo questo ordine.

Si supponga che in A e B la permanenza di un colore duri esattamente T sec.

Si supponga inoltre che in A e B si trovino due orologi perfettamente sincroni e che all’istante t = 0, da A e da B parta un segnale dello stesso colore.

Si tenga conto, inoltre che la velocità della luce c, per quanto alta è finita (nel vuoto 300.000.000 m/sec).

Un osservatore posto in un punto qualsiasi P del piano e dotato di strumenti con risoluzione temporale sufficientemente alta è in grado di rilevare che il colore di A cambia simultaneamente al colore di B se e soltanto se esistono due numeri naturali m ed n tali che:

n ( d(P, A) = m (  d(P, B)
dove d(P’, P’’) indica la distanza tra due punti del piano P’ e P’’.

O analogamente, detta l la lunghezza percorsa dalla luce nel tempo T, che esistono due numeri naturali p e q tali che:

d(P, A) = p(l     e

d(P, B) = q( l

In generale, l’osservatore in P deve concludere che:

p(l = q(l + k
dove k è una costante reale.

In generale, l’osservatore non potrà conoscere la propria distanza dalle sorgenti A e B, ma potrà soltanto sapere che la differenza della sua distanza da B e della sua distanza da A è: 
d(P, B) – d(P, A)  =  (q – p)(l + k



[3.2]
In altre parole l’osservatore può concludere di trovarsi su un ramo di iperbole di fuochi A e B; inoltre se la [3.2] risulta < 0 allora P sarà più vicino a B che ad A, e viceversa.

Tuttavia ciò non è sufficiente a stabilire la propria posizione rispetto ad un sistema di assi cartesiani.

Se però al sistema descritto si aggiungesse una terza sorgente luminosa C, con uguali caratteristiche ad A e B, e l’osservatore considerasse separatamente la differenza delle proprie distanze da A e da B, e da B e da C, allora egli potrebbe concludere di trovarsi sull’intersezione di due rami di iperboli di fuochi A e B l’una, e B e C l’altra. Quindi verrebbe rimossa l’indeterminazione sulla posizione P.

Su questo principio si basa la navigazione iperbolica.

4.4.7 Tempi dell’intervento didattico

Per svolgere questa unità didattica si prevedono i seguenti tempi:

Accertamento dei prerequisiti:



 

-
Lezioni frontali e svolgimento degli esercizi:



3h

Verifica formativa + discussione:



          2h

Attività di laboratorio:




                    2h

Consegna e correzione verifica sommativa:


          1h


Per un totale di 8 ore che, che tenuto conto delle 5 ore settimanali di matematica, equivalgono a  circa due settimane di lavoro. La previsione è da intendersi elastica, perché occorre tener conto dell’andamento e dei processi di apprendimento della classe. 
L’accertamento dei prerequisiti dell’unità didattica l’iperbole si intende effettuato con l’accertamento dei prerequisiti dell’unità didattica precedente e con la relativa verifica sommativa.

4.4.8 Verifica sommativa U.D. 2
1. Disegnare con Cabri Géomètre II Plus le seguenti iperboli, dopo averne determinato i vertici, i fuochi e l’eccentricità:
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2. Determinare l’equazione dell’iperbole del tipo  
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3. Determinare le equazioni delle rette tangenti all’iperbole 
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 e parallele alla bisettrice del 2° e 4° quadrante.

4.  Determinare le rette 
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 la retta avente coefficiente angolare positivo, trovare i punti dell’iperbole che hanno distanza uguale a 
[image: image433.wmf]10

2

da 
[image: image434.wmf]1

r

.
Griglia di valutazione per la verifica sommativa (compilata nelle sue parti)
	
	CONOSCENZA
	COMPETENZA
	CAPACITA’

	
	TOTALE
	OTTENUTI
	TOTALE
	OTTENUTI
	TOTALE
	OTTENUTI

	ESERCIZIO 1
	3
	
	3
	
	3
	

	ESERCIZIO 2
	2
	
	3
	
	3
	

	ESERCIZIO 3
	3
	
	3
	
	2
	

	ESERCIZIO 4
	4
	
	3
	
	4
	

	TOTALE
	12
	
	12
	
	12
	


CONCLUSIONI

L’intento del presente percorso didattico è stato quello di analizzare alcuni dei punti nodali sull’ellisse e sull’iperbole e gli argomenti  che molto spesso vengono trattati in modo superficiale.

E’ frequente  trovare allievi che hanno imparato a determinare  l’equazione delle rette tangenti sull’ellisse o sull’iperbole mediante un’applicazione meccanica delle formule risolutive, ma che non sono in grado di collegare le soluzioni ottenute con la relativa  rappresentazione  grafica nel piano cartesiano.
La strada suggerita, quasi in ogni passo di questo percorso didattico, è quella di non insistere troppo sull’approccio teorico-algebrico ma di privilegiare l’aspetto geometrico-pratico.  In ogni occasione si è cercato di stabilire collegamenti con problemi presi dal mondo reale che si riconducono agli argomenti trattati.

Nel percorso didattico l’evidente richiamo ai software di carattere geometrico sottolinea l’importanza che bisogna dedicare oggi all’uso delle tecnologie nell’insegnamento della matematica. Anche nelle proposte dell’UMI, oltre nei programmi sperimentali PNI, si propone che, soprattutto oggi, l’insegnamento della matematica si deve confrontare con l’utilizzo di questi strumenti che permette al docente di far comprendere all’alunno con più facilità concetti astratti, di attirare la sua attenzione, di motivarlo e di farlo ragionare.
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� Nella geometria, le coniche (l’ellisse, la parabola e l’iperbole) definite come sezioni piane di un cono, sono studiate inizialmente nello spazio in quanto curve “solide”. Le definizioni più usate sono comunque quelle della geometria piana.�Il legame semplice e suggestivo tra teoria piana e teoria “solida” viene stabilito nel 1822 dal matematico franco-belga Germinal Pierre Dandelin. 


Una sezione conica non degenere, figura ottenuta dalla intersezione di un piano con un cono, possiede una o due sfere di Dandelin caratterizzate dalla proprietà di toccare senza intersecare sia il piano che il cono. 


Il teorema di Dandelin afferma che il punto nel quale una sfera tocca il piano è un fuoco della sezione conica.


� Le ore in parentesi sono di laboratorio.
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