Equazione vettoriale del moto: traiettoriae legge oraria.

Si dice chaun corpo € in motaoispetto a un dato sistema di riferimento S, qudadsua posizione I8
cambia con il tempo. Nello schema del punto mdterla caratteristiche del movimento in S sonoitern
dalla conoscenza del vettore posiziorgel punto in funzione del tempo.

Nel nostro concetto di tempo € implicita I'ipotelse esso vari catontinuita(e sia quindi rappresentabile
con una variabile continug A quest'ipotesi ne corrisponde un‘altra sulle ¢ariatiche del moto: la nostra
intuizione infatti ci suggerisce che, se considaende posizioni di un punto materiale p ai terhei + A4t,
la loro distanza sia tanto piu piccola quanto piiceolo4t. In termini piu formali assumiamo che, per ogni
fissatot, risulti

Ir(t)—r(t+At) - Oper At — 0.

Cio equivale all'ipotesi di continuita del moto;linea di principio, quindi, esso puo essere déscir

maniera completa mediaritequazione vettoriale del moto
r=r(t) (3.2)

over(t) e espresso mediante funzioni continue del tempot (geriabile entro l'intervallo di tempo cui
si riferiscono le osservazioni sperimentali). Lidita di questa ipotesi non é contraddetta daitkdazioni
sperimentali; d'altro canto, essa non puo esseneata sperimentalmente in modo diretto, stantiiée
limitazioni nell'effettiva realizzazione praticald@ocedimento di limite pedt che tende a zero (questa
situazione si incontra spesso nella Fisica, ovegaimenti rigorosi della Matematica vanno interatigh
modo opportuno).

La funzione vettoriale(t) pud essere rappresentata per mezzo delle tre hirsdalari:

X = X(t)

y = y(t) (3.2)
z=2(t)

che danno l'andamento nel tempo delle coordinattesiane del punto P nel riferimento S.
Rappresentazioni equivalenti possono essere fatalte analoghe equazioni corrispondenti ad aktemi
di coordinate (per esempio polari).

Le equazioni (3-2) contengono la totalita delf@imazioni cinematiche sul moto del corpo, nelesisa
di riferimento scelto. Tali informazioni sono siatgho essenzialmente geometrico sia piu proprigmen
fisiche: infatti, come risultera chiaro dalla sugsiga analisi, le prime permettono di individuana curva
geometrica, laraiettoria, cioe l'insieme delleposizionioccupate dal punto nel suo moto; le seconde
caratterizzano lenodalitacon cui il corpo percorre nel tempo la traiettotiaeffetti, dal punto di vista
geometrico, il sistema di equazioni (3-2) € un gaeicolare di rappresentazione in forma pararmeili
una curva nello spazio, in cui il parametro utidizz ha tuttavia un significato fisico speciale,essk
costituito dalla variabile tempo.

Per separare in modo piu diretto, nella descrizidek moto, l'aspetto geometrico da quello piu
propriamente cinematico, € conveniente un altroragmo, basato sulla cosiddettappresentazione
intrinseca della traiettoria

Supponiamo di conoscere la traiettonalel
punto materiale (in forma esplicita o parametrica).
p. + Ogni posizione su tale curva pud essere
2 individuata, utilizzando un'opportuna estensione
del metodo, che utilizza assi di riferimento
cartesiani e le corrispondenti coordinafe.tale
scopo supponiamo di rettificare la curva,
trasformandola in una successione di segmenti
&< ) (infinitesimi); definiamo su di essanorigine Q,

un verso e scegliamo un'unita di misura per le
FIGURA 3-2 lunghezze (fig. 3-2).
Esempi di ascisse curvilinee. A ogni punto P sulla traiettoria potremo allora

fare corrispondere un numero reale s, datimssa

curvilinea, il cui modulo fornisce, nell'unita scelta,
la lunghezza dell'arco di curva (rettifical@); il segno sara positivo 0 negativo a secondaPchietrovi,
rispetto &, dalla parte del verso positivo o dalla parte @@oSi osservi ad esempio la figura 3-2: il punto



P> ha ascissa > 0, mentre Pha ascissa < 0. Con l'introduzione della variabiela descrizione del moto
di P si puo effettuare conoscendo le due funzioni:
r=r(s),
s=s(t).
In un sistema di coordinate cartesiane, I'equazi@trialer = r(s) € equivalente alle tre equazioni
scalari

(3.3)

x=xt), y=y@), z=z(), (3.4)
che costituisconodguazione della traiettorian forma parametrica, in termini dearametro intrinseco

L'equazione
s=s(t) (3.5)
rappresenta inveceejuazione orarigo legge oraria).
Il moto & quindi completamente descritto dalle troagquazioni scalari (3-4) e (3-5). La conoscenza
dell'equazione oraria permette di.estrarre mof@imazioni sulle caratteristiche del moto.

Introduzione al concetto di velocita

| dati di base per la descrizione e lo studio deiisono costituiti dall'insieme dei risultatimisurazioni
associate di posizione e di temfitsse possono essere organizzate in vari modo (&wtna di tabelle,
grafici e cosi via) e I'analisi delle loro corrataz porta agli aspetti caratteristici del motceisame.

Per lo studiqquantitativodell'evoluzione del moto sono centrale importanzaricetti divelocita e di
accelerazionele grandezze fisiche corrispondenti sono grandeetteriali, le cui caratteristiche saranno
qui introdotte con l'ausilio di un esempio partar@l, ma istruttivoil moto piano di una pallina, lanciata in
direzione orizzontalda una certa quota.

La discussione si basa sui risultati di un espertmecondotto in condizioni tali da poter trascergli
effetti della resistenza dell'aria sul moto debdlipa.

La tecnica adottata per l'osservazione e le misumaz

e delle posizioni della pallina utilizza un flash @tk macchina
o o , fotografica. In una successione dtanti egualmente

e L intervallati (47), il flash illumina la scena in cui avviene il

moto, e la macchina fotografica (che ha I'otturateempre
aperto) registra tutte le corrispondenti immaggliapallina
su un solo fotogramma. | risultati di queste oss&ini sono
sinteticamente rappresentati nella figura 3-6; geEsaette
anche una prima analisi quantitativa, utilizzando afondo
graduato di riferimento parallelo al piano vertecdel moto.

La successione nel tempo delle posizioni dellairgll

P

FIGURA 3-6 ;
Moto di una pallina, lanciata il
orizzontalmente, causato

daii atirazione terrcstre

appare dotata di unagolarita che, ripresentandos
in maniera ancora piu evidente nei casi in cupsita
la  misurazione riducendo A4r, costituisce V|
un’indicazione della validita dell'ipotesi di comtiita

del moto. In quest’ipotesi, e nello schema del pu
materiale, possiamo quindi aspettarci che la cul
che rappresenta la traiettoria della pallina, gdde |
definite proprieta di regolarita. Nel caso in esatae |
figura 3-6 suggerisce per la traiettoria una forn
parabolica, con vertice nel punto di lancio e a:_ :
verticale. Cid & confermato da un‘analisi pF/GURA 3-7
dettagliata delle informazioni contenute nella fegu Dipendenza delle coordinate della
utilizzando un sistema di coordinate cartesigalina dal ternpo.



connesso con il reticolo di sfondo (asserizzontale e assg verticale). Estraendo da ogni posizione
registrata in figura 3-6 le coordinateedy del centro della pallina ai vari istanti successsv possono
costruire i due grafici riportati in figura 3-7. [2asi si deduce che le equazioni parametriche tlal&ttoria
(piana)x = x(t) e y=y(t) sono di tipo rispettivamente lineare e quadraiict, e quindi la traiettoria é
effettivamente una parabola.

Ritornando ad un esame sintetico della figura Be@siamo esaminare gli spostameRtii(- Pi) della
pallina fra le posizioni generiche agli istaf@ ti+1. Notiamo che tali vettori cambiano al variare dtioé
cambiano con il tempo: precisamente, il loro modale da la distanza fra i pulie Pi+1) aumenta da un
intervallo al successivo, e anche la loro direzioambia, inclinandosi sempre piu verso la vertiale
crescere di. La prima variazione suggerisce che il moto dellimsmavviene con una rapidita variabile nel
tempo e la seconda indica che la direzione del rmantabia con il tempo. Possiamo quindi pensare i@ da
un'espressione quantitativa all'evoluzione nel ®ndpl moto attraverso lintroduzione di opportune
grandezze vettorialcollegate ai suddetti vettori spostamento

Il vettore velocita.

Con riferimento all'esperimento descritto nel paaéy
precedente, consideriamo due istatrait' =t + At, ovet &
uno degli istantt; e 4t contiene alcundrz. Siano P e P' le

Dte posizioni occupate dalla pallina in tali istanti(g er(t') i

Tangente e secanie fra due punit
della traiettoria.

Il vettore

corrispondenti vettori posizione rispetto all'onigiO del
sistema di riferimento (fig. 3-8). Una prima infaamone
sul moto (in 4t) é rappresentata dal rapporto fra lo
spostamentdlr =r(t') - r(t) effettuato in tale intervallo di
tempo e la duratdlt di questo Naturalmente essa € solo
un‘informazione di tipanediosu quanto e accaduto alla
pallina frat e t'; in effetti, la sola conoscenza delle
posizioni in tali istanti non permette di stabilirper
esempio, se la pallina si sia effettivamente massaea
retta lungo la direzione diir oppure su una traiettoria
curva, e nemmeno di sapere, se il moto &€ avvermto ¢
rapidita uniforme o variabile in tale intervallo, di
conoscere la lunghezza del percorso compiuto.

_rt+At) -r(t)

m At (3.7)

viene quindi chiamatoelocita medianell'intervallo 4t. Essa non dipende dal percorso effettivamente

compiuto nell'intervallo fraet', ma solo dalle posizioni iniziali e finali, e dahtpo di percorrenza.

Una descrizione piu fedelepaintualedelle caratteristiche del moto puo essere ottequéndo, come
nel caso in esame, si hanno ulteriori informazgp@rimentali su cio che accadetfiest’; se cioe possiamo
studiare come si comporta il vettosgal ridursi della durata dell'intervallo temporale In altri termini, ci
aspettiamo che tale descrizione possa essere alataldre limite della velocita media pdt che tende a
zero.

Definiamo quindi comeelocita(istantaneakpl tempat il vettore.

V= |imVm = ||mw
At-0 At-0 At

Tenendo conto della definizione di derivata di ettare, possiamo concludere ché laderivata del
vettore posizione rispetto al tempausare pcr esso la scrittura

dt

Le caratteristiche generali di questo vettore pagssssere ottenute dall'esame della figura 3-8sowe
evidenziati i passi di questo procedimento di len{itonsentiti dai dati sperimentali a disposizinaknostro

(3.8)

(3.9)



esempio particolare). Nella figura & disegnata arahraiettoriay che, come si & discusso in precedenza,
puo essere ottenuta con ulteriori dati sperimertatbn opportune interpolazioni.

Osserviamo che, per sua definizione, la velocitdienfat e t' € un vettore parallelo allo spostamento
PP, e ha quindi la direzione della retta (secante mtersecay P e P’. Al ridursi diZt, P' tende a P e la
direzione della secante PP' tende (per definiziengpella della retta tangente in P alla traiedtodi
conseguenza, kelocita istantaneal tempot ha ladirezionedella rettatangentealla traiettoria nel punto
P

D'altra parte, al ridursi dat, lo spostament®P’
tende adavvicinarsialla traiettoria e il suo modulo,
che rappresenta la lunghezza della corda

o sl corrispondente, € sempre meglio approssimato dalla
% J W _"'“-mﬂ P lunghezza dell'arco di traiettorfa\s ) da esso sotteso
'/_ ™ (fig. 3-9). Si ha dunque.
P Ar \\ . |PP'|
lim —— =
\ \ s~ 0 |AS|
I\ (3.10)
| Ay < () In termini piu sintetici, pert' che tende & la
direzione dellssecantedende a diventare quella della
P tangentee la corda tende a confondersi cdtarco
) elementare. Possiamo quindi dire che il moduloadell
. velocita istantanea ¢ il limite peit che tende a zero
k= del rapporto fra la lunghezza dell'arco di traiette il
FIGURA 3-9 tempodt in cui l'arco é stato percorso; questo rapporto
Costruzione del versore tangente da quindi effettivamente una misura della rapiddaa
4 Una curva. Cui viene via via percorsa la traiettoria.

Rappresentazione intrinseca della velocita

Un'espressione formale, che esplicita le citatattenistiche del vettone, puo essere facilmente ottenuta
ricorrendo alla rappresentazione intrinseca dedli@ttoria. La nozione che ora introduciamo a salgpo e
guella diversore tangenta una curva su cui siano stati definiti un'origénen verso positivo per le ascisse
curvilinee.

Le precedenti considerazioni, relative a secantangente a una curva, ci permettono di procedere
rapidamente. Dati due punti P e P' della curvayiddati dalle ascisse curvi linee s e s' =A4ste dettaAr
il vettore PP', consideriamo il rapportdr / 4s e il suo limite perAs che tende a zero (fig. 3-9). Questo
vettore ha la direzione della secante e il vexmacordecon quello degli archi crescenti, cioe con quello
scelto come positivo sulla curva (si osservinoanijura 3-9 le due situazioni ceh> ses' < s).Nel limite
considerato esso tende ad assumere la direziogentznalla curva in P e ad avere modulo unitareh kze
relazione (3-10), mantenendo il vexmmcorde con quello dell'orientamerdella curva.

Esso e quindi iVersore tangentalla curva orientata (nel punto P) e pud essenessp nella forma

o, = lim & = (3.11)
8s-0As s

La conoscenza delle equazioni parametriche deheacpermette quindi di determinawgin ogni suo
punto.

Tenendo conto del ruolo di variabile intermediarfrat giocato das, e delle relazioni (3-9) e (3-11),
possiamo stabilire il legame della velocita coadeazioni della traiettoria e con la legge orautdigzando
le regole per la derivazione delle funzioni comphst

v=—=— > (3.12)



La (3-12) mostra esplicitamente ches&ocita & tangente alla traiettorig, che il suanoduloé dato da
‘g—j Il verso div coincide con quello dir (a sua volta determinato dalla scelta fatta peiehbamento
della traiettoria) o con quello opposto, a secarfaail moto avvengestantaneamenteel verso scelto come

. : .. (ds
positivo per le ascisse curwlme(ea >0 |0 nel verso

) <0
] opposto (fig.3.10). La grandezza
v _ds
s v, =— (3.13)
S=u dt "y
; G e la parte scalare della velocita rispetto al versg
et essa viene chiamata ancledocita scalare
"h}h: E possibile quindi scrivere la velocita nella sua
oy T R rappresentazione intrinseca.
By b V=V, :((le—tsut = &u, (3.14)

FIGURA 310 o , La conoscenza dell'equazione oraria del moto

Esempi di moti con velocita scalari  parmette di determinare la velocita scalare ad ogni

di segno opposto. istante, mediante I'operazione di derivazione ttspa

tempo.
Da quanto precede dovrebbe essere chiaro che la

grandezza vettorialeelocitafornisce le informazioni necessarie per seguiresgtistamenti elementari di
un corpo in movimento. Il moto pud essere consitdenafatti come una successione di spostamenti
(rettilinei) infinitesimidr = vdt, avvenuti in intervalli temporatit. Tali spostamenti hanno, in ogni istante,
la direzione e il verso (in generale variabili)ldeorrispondente velocita istantanea; hanno ieattensita
proporzionale alt, tramite il modulo della velocita stessa. Seconttodascrizione, € evidente cheslgazio
percorsoe la somma delle 1unghezze degli archi infinitegisricorsi sulla traiettoria e quindi € dato dalla

somma delle grandezze elemenfdsi= |v|dt = vdt. Come & noto dall'analisi matematica questa somma pu
essere calcolata tramite l'integrale

t ty

J' v(pjdt = J' v(t)dt (spazio percorso) (3-15)

5] 5]

Espressione intrinseca dell'accelerazione

li vettore accelerazione riflette le diverse pogisiariazioni elementari del vettore velocita (ieioni
del suo modulo, cambiamenti nella sua direzionentaita) ed € quindi importante riuscire a esprionier|
una forma che metta in evidenza i singoli contiidutuesti due fattori. Cio si puo fare partenddla sua
definizione e dall'espressione intrinseca dellacigd. E facile dimostrare cteesi pud esprimere come
somma di due vettori componenti, uparallelo alla velocitae collegato alla rapidita di variazione della
parte scalare di questa; e un afispendicolare alla velocitalipendente dalla rapidita di variazione della
sua direzione. Infatti, applicando la regola diBzione del prodotto alla (3-14), si ha.

dv _d dv, du,
=—=—(vu,)=—2u, +v,— 3.23
dt dt( S t) dt t S dt ( )
Essendo, :g—ts il 1° primo termine si puo scrivere nella forma
d’s _ .
a, =Fut = 8u, (3.24)

Tale componente ha lo stesso versa de la velocita scalare cresce o verso oppost\sddcita scalare
diminuisce. Esso e il componenteadihe riflette le variazioni del modulo e/o del \w®ediv, e viene anche
detto componente tangenzialli a o brevementeaccelerazione tangenzial&é quanto ha la direzione
(tangente alla traiettoria) i



Per ottenere un'espressione piu significativa eebisdo componente di(perpendicolare &;,) bisogna
esplicitare la derivata del versouerispetto al tempo. A tale scopo ricordiamo chedtsore tangente

ro.,. .
u, :d— dipende dalla scelta del verso positivo per le

-

e v ascisse curvilines sulla traiettoria, e non dalle effettive
- p P A caratteristiche istantanee del moto. E quindi corerde
. . b esprimere la dipendenza di dal tempo attraverso la
; C ,,»/ '._ variazione diu: al cambiare ds ( che dipende dalla forma
! - : della traiettoria) e di quella dial cambiare di (che € piu
u N\, 7 U, direttamente collegata al moto del punto ). Si hiadj.
“‘u - du, _du, ds_ Sdut (3.25)
A=Y dt  de< dt ds
/ La derivata del versors; rispetto as rappresenta una
a caratteristica intrinseca della traiettoria, dipemi dalle
g sue proprieta locali in P, e puo essere espremsatérla (2-
FIGURA 3-15 8):
Cerchio osculatore, centro di du, _d¢
curvatura e versori tangente e de  de "
- N nella qualeun € perpendicolare @.
G E noto dalla geometria che un elemento di cunarradt
dep aun gene_rico pu_nto;FU(‘) essere app_rossim_aton un _elemento
: Sog di arco di una circonferenza, il cui cerchio asaticie deetto
] C xl ds . "“--\dﬁ” cerchio osculatorepsso ha il centro nel cosiddcitentro di
x areay do. . % curvatura C(P) della curva in P, e ha raggm (raggio di
ﬂ; 1 F curvatura; 1/p viene invece chiamate@urvatura). La retta
x‘ul/ perpendicolare alla tangente in P alla curva, gigecaelpiano
P (del cerchio)osculatoreé chiamatanormale principalee il

versore della sua direzione, orientata da P vdrsernitro di
curvatura, € proprian (versore normale)Tutti questi elementi
sono mostrati in figura 3-15, nel caso di una cyoama,perla
FIGURA 3-18 quale il piano osculatore coincide con il piandalelrva. Sia
L’angolo di fra le tangentiin P e ,oche_un\, cosli comeu dipendono dal punto P, e sono quindi
P' & uguale all'angolo al centro proprieta locali della curva. L'estensione al caso di una
formato da CP e CP' traiettoria sghembgper la quale anche il piano osculatore € una
proprieta locale) € argomento geometrico non appuifo in
guesta sede.

o

s ds : . . . . .
Poichédg é uguale all'angole— sotto il quale viene visto I'elemento di arco direa dal centro di
P

curvatura (fig. 3-15 e 3-16), si ha infine
a1, (3.26)
ds p

Sostituendo nella (3-25) e nella (3-23) troviamo:
=2

a=a +a, =au, +a,u, =8u, +S—un (3.27)

Il componentea, viene anche dettoomponente normaléell'accelerazione (accelerazione normale).
E importante osservare che la corrispondente padiare € sempren negativaper cuia, punta sempre
al centro di curvatura; essa € quindi chiana&izelerazione centripetad e esprimibile anche come

2 V2
a, :_Sun =—u,
p " P

Quindia, € presente in ogni moto su traiettoria non retdi e, di conseguenzani moto con traiettoria
curva € acceleratoPoiché il centro di curvatura si trova dalla patédla concavita della curva, anche
puntera in generale verso quella parte.



La rappresentazione didata dalla (3-14) e la decomposizioneadiei componentia; e an espressi
dalla(3-27) vengono dette anctagpresentazioni intrinsechdi tali vettori.

Per le applicazioni e utile ricordare i vari madlidui puo essere espresso il modulo dell'accetemazia
seconda della rappresentazione usata per il vett@esi, oltre che tramite la familiare formulaténmini

delle componenti cartesiane:
— 2 2 2
a=.a +a +a;,

si potra scrivere il modulo @, in termini delle componenti intrinseche,



