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Ciullo G. Introduzione al laboratorio di Fisica \

- _.‘ ‘lt '~ 7 ) " .
" 1 \ - xA ‘ //,
Se y; segue la distribuzione gaussiana suddetta, la prob:
y; sara proporzionale a: '
] o Pg 142 | U
B, c;(yi) o< — e~ Ui~Yi)"/20; >
Y\ ? -

oF

dove 1l valore centrale della gaussiana sara espresso da una relazione funzionale, nel
caso particolare della regressione lineare ¥; = A + Bx;.
Dai dati y; e x; st devono determinare de1 parametri per descrive la legge, per 1l
caso della regressioni lineare 1 due parametri A e B .
Esplicitiamo questo al pedice di P, che quindi risulta funzione de1 parametri A e
B:
I _(yi—A—Bx;)2/20?
Pap(yi) o« —e™ O (9.2)
i
Le y; sono stocasticamente indipendenti, percui la probabilita di ottenere tutte le
misure y; sara data dal prodotto delle singole probabilita espresse dalla (9.2):

.
Pyg(y1, - s IN) =Pag(y1) - Pap(yn) o . -Y.
m|n<z YTt
. o | 2/ g
5 i_ i - 2 oc L _X_.",z \ J
0 e A V1) h

i~ =02 = varianza= ( dy, f
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Dalla m|n|m|zzaZ|one del x? i ottengono le migliori
stime del parametro A e B, avendo assunto che | dati
seguano una relazione lineare del tipo Y=A+BXx.
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Considero A e B, funzioni delle y; (x; non affette da errore o
propagato su y) dalla propagazione delle incertezze

"{ . \ . .' r '-;v.'a" -
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Per |I teorema del limite centrale A e gaUSSIana con varianza g,
ATERLTLAEE &

Programml di analisi dati (orlgm “root ecc )
forniscono tali valori: semplice propagazione.
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148 9 La regressione lineare: il metodo dei minimi quadrati

Si ottiene quindi dalla varianza O‘j del parametro A, la corrispondente deviazione
standard:

A

):\'2 o=048y ):\'2
Op=0C L =" {SA:B_\-' L (9.12)

Allo stesso modo si ottiene per I'incertezza sul parametro B:

e

o=48y
N :
oy =0 I =2 {33:5}' — - (9.13)

Si osservi che le incertezze A e B dipendono dalle incertezze totali sulle y
etichettate ¢ per agganciarci al teorema del limite centrale, per il quale A e B
sono variabili gaussiane con i valori aspettati dati dalle (9.7) e (9.8) e
incertezze rispettivamente date dalle (9.12) e (9.13).

Le incertezze totali nelle equazioni e nella loro deduzione (9.12) ed (9.13)
sono etichettate tali per generalita ed uniformita con le variabili gaussiane.
Onde evitare confusione abbiamo indicato con la frecce come diventano in
fase di applicazione, quindi espresse con simbolo 6.
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148 9 La regressione lineare: il metodo dei minimi quadrati
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Le incertezze totali nelle equazioni e nella loro deduzione (9.12) ed (9.13)
sono etichettate tali per generalita ed uniformita con le variabili gaussiane.
Onde evitare confusione abbiamo indicato con la frecce come diventano in
fase di applicazione, quindi espresse con simbolo 6.
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Distanza media (N numero di punti — coppiie di dati)
statistica (d — gradi di liberta = numero di dati — vmcoll statlst|C|)

"’”ﬁ,\a’ \ ~ g o S _\\ ‘&

LA ~vincoli statistici- parametri utilizzati
55553;__ . — Y. ) perlastima che si ottengono

G T % utilizzando i dati,
O'Y-E;;;_N ' osservare la formula per il numero di

____________ -, dati

. -l I g T,




3 Oy cos ‘@ invece?

\-_ , - Tl :
-~ Si supponga che tutte le misure y;i siano gaussiane tendenti al valore vero Y;,

.‘ espresso da una relazione qualsiasi Y =Y (x) rispetto alle x;, e aventi tutte la stessa

A dispersione oy ideale (si noti la Y maiuscola al pedice), pertanto possiamo esprimere
la probabilita di ottenere una determinata y;, che segua questa distribuzione ideale,
con centralita ¥; = Y (x;):

.

R1Y

- B

1 _(v._¥)2/0062 s |
PA.B(.VI')O‘G_YB_("\'_Y') i L .14 )

si osserw'ghe si DI'BSUEHODB d DI'lOI'l che tutte le variabili \i SCEUEUIO una gaussnana

-i Probalita per Ny, ] 5 viy2 2 .
che seguono una P v o —LYi—1;)" /(Z0y)
‘J gaussiana di A, B( SR 'V) cN )

parametri Y, o, Y
My LA T emn Y YT DTSR XY A\

Probabilita per

l n \2 /(D eel
N X; seguono P(X)=P(x1,X2,....Xp_1.Xp) ~ —e  Li=1&i—X)7/(207)
GX,U(X) ( ) ( 1+A2, sAn—1s Il) o_n
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Se applichiamo il principio di massima verosimiglianza a questa ipotesi, rispetto
alla migliore stima di oy, (stesso calcolo fatto per la miglior stima del parametro &,
nel caso della gaussiana con valore centrale X nella (8.10)) si ottiene:

~ A\
oy (ideale) = /Y. (yi—¥i)?/N (9.16) -
La formula riportata nella (9.16), non ¢ altro che la distanza media dei punti spe- 3
rimentali y; dai punti (};) della retta ¥ assunta adatta ai dati. Ma nel quadro della \
statistica uno stimatore dedotto come valore medio, va diviso per i gradi di liberta
pertanto, la (9.16) deve essere invece riscritta come:
*‘ .q L
‘ oy (migliore stima) = \/Z (yi—Yi)? /d . 9.17)
. S
f : dove d sono i gradi di liberta statistici. Quanto espresso nella (9.17) vale per per - >
o qualsiasi legge—relazione Y = Y (x), vediamo il caso particolare per la regressione N
-_?lilleaic; EER - ———— - - o — RN TN WY - - r T ‘ ‘

Le stime dei parametri A e B risultano essere due vincoli statistici, percui oy sara
data dalla somma degli scarti quadratici diviso i gradi di liberta d = N —c, ovvero -
N — 2, fornendo per oy di una retta:

Y=A+Bx N
o = \/): (yi—A—Bxi)} /(N=2). (9.18)
i=1

- - .
—_— .
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- ' » Migliore stima dix, assunta la variabile |
\"

gaussiana, dalla media aritmetica.

.~ * Incertezza statistica, comungue per piu di b
trenta dati, assunta la gaussiagiggda usare '
anche per 10 dati. -

F‘g. Incertezza total®d somma in quadratura

e

‘l

-~

(lineare per le scuole) dj e g, ed eventuale
accuratezza + o #, (vedi callbra2| oni). 5
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. l\/llgllore stima del parametri, con formule o

«scappatoie». \

‘e |Incertezze totaldA e 0B, sia da formule |
. (propagazione delle incertezze) che da valori -
; centrali e semidispersione(? Vedremo). '

» Soluzione per incertezze di accuratezza
(calibrazioni) con leggi fisiche (esempi: caduta
£ del grave e calorimetro). s

B GO0 S5 N\ NG o, W S K\,
~* Nocciolo duro per le scuole: se la retta ¢ adatta a1

jati . e stimarh
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» Partiamo dalla regressione: abbiamo- "
ottenuto le stime del parametri )

- Z minimizzando la quantita:




La verifica del y* ¢ un controllo, a posteriori, proprio sulla minimizzazione
del ¥2 nella (11.1) e fornisce una valutazione quantitativa dell’accettabilita ~ ‘
dell’ipotesi, che la relazione funzionale y = f(x), trovata dall’analisi dei dati, } ._
o assunta tale a priori, sia il modello teorico adatto ai dati sperimentali. ‘\\"

| 36
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Considero oy se oy; uguali per tutte le |,
3 o il valore medio dei dy; se cambiano.
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Figura 1: dati sperimentali (rombi

- 6,95

-‘ 6,75

6,55

- celesti) con barre d’errore rispettive oy,
“ secondo la tabella 1, retta di regressione
f (linea continua nera), pallini rossi e retta
_ tratteggiata 1n rosso Y+ 8Y, curve
punteggiante in verde ¥ + 6 rp -
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- celesti) con barre d’errore rispettive oy,
“ secondo la tabella 1, retta di regressione
':'; (linea continua nera), pallini rossi e retta
_ tratteggiata in rosso Y+ O6Y, curve
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t 208 Figura 1: dati sperimentali (rombi
T _ . celesti) con barre d’errore rispettive oy,
6,00 . . . . ~ secondo la tabella 1, retta di regressione
== (linea continua nera), pallini rossi e retta

_ tratteggiata in rosso Y+ OY, curve
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® \
s BN 25N, . . d :
s h ah dhh h 1, 2 3 4 56 7 8 g 10 ¢ i o.| ole | 1
[mm] | | [mm] | fmm] | [me] | | | ! [¢]
12.66] 1 1431 14447 03025 3FE-04 14447 cont. 56031 | 53912 356507 36325 56629 36146 36100 53888 | 33590 36062 56159250 4E-03 05362
1267 2 12300 12237 030235 4E-04 12237 cont. 51638 | 51820 51330 50885 51722 51571 51441 51547 52536 51738 51648 408 3E-03 0.516
12.68] 3 1022 10157 0.3023 SE-04 1.0157| cont. 45340 : 47607 47748 47288 46362 47643 48502 47248 48370 48254 41‘?45:921 2EA02 0477
12.68] 4 827 B20.7 035023 5 E-04 0.8207 cont. 42673 : 42568 42363 42115 42333 42447 42586 42473 42408 42780 42476:188 4E-03 0425
12.67] 3 620 622.7 035025 3E-04 0.6227 cont. 38843 : 38059 37054 37237 37820 37528 37263 37630 38134 37406 3??11:536 1E-02 0377
s e o 1 1

——

¥ Y 0y - 981 ms?

h 12 1/2 t‘f-"l‘ |
b0 & &3 g 5g  (g-gun)/ Sge

% B 5] 5 [msY [ms?]
1202 05620 00025 5.00E06 29E-06 25603 915 008 78
2 11062 0.5165 0.0041 5.00E-06  29E-06  4.1E-03 9.17 0.15 4_3.\\
3 1.0078 04775 0.0092 5.00E-06  29E-06  9.2E-03 8.9 0.3 2.6 b
4
5

.\

09059 04248 0.0019 5.00E-06  29E-06  1.9E-03 9.10 0.09 82 “'h .

0.7891 0.3771 0.0054 5.00E-06  29E-06  5.4E-03 8.76 0.26 4.1 5.<

5 N - S
Per qualsiasi h,
. devo rigettare l'ipotesi

‘:\)‘- - S >

. . . . ) -~
Ogni corsista deve rigettare il valore atteso. -? ™~

"w T e——
—————
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Dag’ faduta d.e] graye

&

N

d bilia h' h Sh Sh/h h f P o/t W
[mm] [mm] | [mm] | [mm] [m] ﬂ [s]  [s]

1266 | 1 1451 | 1444.7|0.5025 0.03% 1.4447  £70.5620 0.0025 0.4%
1267 | 2 1230 |1223.7]0.5025 0.04% 1.2237 0.516  0.004 0.8%
12.68 | 3 1022 | 1015.7 | 0.5025 0.05% 1.0157 0477 0.009 1.9%
1268 | 4 827 | 820.7 | 0.5025 0.06% 0.8207 &0-4248 0.0015| 0.4%
1267 | 5 629 | 6227 | 035025 0.08% | 06227 5 0377 0005 L4%

D — - e -

- Sul tempo abbiamo l'incertezza relativa maggiore, percui dobbiamo sceglierla come
' variabile dipendente.

= e - W
N ¥ y 5}
hl.] f o, z, Etl.al.l St ¥i Xy IJ fﬂ}.}l Iz
[m"”] [s] [s] [s] [s] [s]
'_ 1 1.202 05620 0.002> 5.00E-06 2.9E-04 2.5E-03 05614086 0.675524 1444804 3 53E-07 0.036
‘l 2 11062 05165 0.0041 5.00E-06 2 9E-0a 4 1E-03 0518336 05713523 1.223678 3.37E-06 0.201
3 10078 04775 00092 5.00E-O06 2.9E-04 9.2E-03  0.474098 0.4812245 1.015661 1.16E-05 0.137
4 09039 04248 0.001% 5.00E-06 2 9E-0a 19E-03 0428286 0.38482632 0.820655 1.21E-05 3.363
N 5 07891 03771 00054 5.00E-O8 2.9E-04 54E-03 0.375775 0.297565061 0.62267% 1.76E-06 0.06
somme 5011 235379 medie 5.00E-06  2.89E-06 4.62E-03 2.41045873 5.127476% 2.92E-05 3819
Xx Xy &y Xy Xyt

- B o -~

Attenzione a Y, (curva teorica) calcolati da A e B, da confrotarli con y;, che hanno 4 cifre
significative, percui almeno le stesse se non una in piu.
Spesso ho visto rigettare dei modelli (leggi) per calcoli approssimati in modo grossolano.
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I AR A
AaAY a5

»F = /

- 'h- :

] 4=

A Y Yyi—LxLxyi - 3:

NYx?—(Lx) or=

5T=

' st=

B— NZIJ;FI' }:. Xi z 'I’l 1=

NYxi— (}:-ﬁ} '

. g=

r' ozly [ T

m:uV%‘: = {ﬁﬁl ﬁrv Ly i :

g= .

- JT | Lo (egu)bg |
‘ a=y

21MED2 _
4496E-01
5.273E-01

3.1EG3

| 3IE03 |

4.6E-03
1

9.8950363

| 0423262

=

021

sA= 000973722  46%,

:
I
i 53— Dﬂﬂ?ﬁl:dls 2'.-'5-
|
< 0005 Stmedio Oy < @’ (medm)’
| modello
l
+ 10 e accettato
i 1 i 1}
|
|
l = 0.56 - v = 4 496E-01x + 2.101E-02
i -
T
i
; 051 -
ﬂ.4:m g?

] 0.46 -

0.41 -

0.36 : : . : .
: 075 0B85 095 105 115 135
: I&lﬂ [m]_ﬂ]
i

da B= (2/g)1/2 ottengo g= 9 9.+ O 4ms

“
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g = 081 ms? i{, calibrato t,=-21 +10 ms
g og (8- ait)/ 58
[ms?] [ms”]
9.15  0.08 015
9.17  0.15 0.30
89 03 0.08
9.10  0.09 0.47
0.01

8.76 0.26
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\-‘5- Rigoré
€ « Semplificazioni e sbrodolamenti.

— Approccio con media e deviazione standard

per misure ripetute e propagazione lineare
delle incertezze. Massima e minima

pendenza per la legge.

— Approccio con valore centrale
semidispersione e propagazione lineare.
Massima e minima pendenza per la legge.
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B2 ¢ o, £, &t Ti max p min p (A}’)z ¥

1 1202 05620 00025  0.000005| 00025 0.56200 05645 05595  0.00E+00 0.00
2 11062 05165 00041  0.000005| 00041 0.51910 6.76E-06 0.40
3 1.0078 04775 00092  0000005| 00082 | 047504 6.07E-06 007 ¥
4 0.9059 04248 00019  0000005| 00019 | 042940 2.12E-05 5.84
5 0.7891 03771 00054  0000005| 00054 | 037710 03717 03825  0.00E+00 0.00
soimme 3 40E-05 1.26
o ' - G-,
A= 2.1010E-02
B=  4.4960E-01 < @ (m d )
B,.= 46697E-01 A’ 32126E-03 S Y ealo
B,,= 4.2865E-01 A" 4.4256E-02 d ” tt t
Byo— 44781E-01 Apo= 002373456 modaelio aCCe alto
GAn2= 1915TE-02  &4,/2 2.0522E-02 m
1 )
sy=  0.0026 < 0.005 &t medio D " r P
- — alla regressione
A —— “ . 100+09III’§
S \/‘" R s 20\
"“\ I\
5g= 85333E-01
1 * e regreSSIOne
g= 9.97 + 09ms b

fg-g..)/ 5g  0.19 Sy 24 __I- 21 mf

\° Y
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g 99+O4m§

[ms~]
9.9
10.0
9.7
10.1
9.8

S—

N

og
[ms™]
0.4
0.5
0.8
0.5
0.8

‘ . .:",."‘
/of | 8 .

t,=-21 +10 ms

e s A

>

(8- an)/ Og

0.15
0.30
0.08
0.47
0.01

—

| g = 100+09m§
S \ \“J

po b 4

_—

-

—

?ﬁvu,g n--v

; calibrato
g
[ms”]
:; 10.0
) 10.1
'
9.9
\l
o 10.2
- 10.0
- — ———

N,
L "

—-24-+21

0g
[ms”]
0.9
1.0
1.3
1.2
1.5

&>
-~ ;
,‘\ )

Ay
} :
msa!'_
(8- o)/ O

021"
0.27 ..
0.05
0.35
0.12




)12 t
- 1.202 0.5630
2 1.1062 0.5171
3 1.0078 0.4822
] 4 0.9059 0.4245
G 0.7891 0.3797
2.3665

]

| A= 2.1010E-02
’ B=  4.4960E-01
B,.= 4.14E-01
< B,= 4.74E-01

Bpo= 04439331306
oA /2= 0.030273674

f. sy= 00048
_‘ &y 0.008
[ fa: —29

= g= 10.14833385

gg= 13841E+00

ey
Il
—
<
[

1+

(8-8ax) 68= 0.25

-

A2 £,

0.0037 0.000005
0.0083 0.000005
0.0162 0.000005
0.0033 0.000005
0.0088 0.000005

AT 6 2081E-02

A" -3.2966E-03

Ape= 002939235

a4 42 3.2689E-02
< 0.008

+ 33

14ms?

ot
0.0037
0.0083
0.0162
0.0033
0.0088

¥i min pend max pend (Ap Y
05667 1.23E-32

0.5630 0.559300
0.5205
0.4768
04316
0.3797 0.3885

1. 14E-05
2.93E-05
4.97E-05
0.370%9 3.08E-33

- 000806 IR ROMGNEERR o 0+:-05

&t medio

‘

/"_ SY< @ (med|0)

2

0.00
0.16
0.11
4.57
0.00
4.84

+: modello accettato

S T

[\
4

€ regress

\—
-\

\ Dalla regressione,
g=102+14m

lone

i, —-29 “ 33"MS
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= -21+1O ms —-24+21 ms = t,=-29 +33 ms
calibrato calibrato calibrato
g 0 (ggaldy 8 o @i | & 08 (ega)/dg
ms”]  [ms’] | [ms”) [ms?) ms’]  [ms?]
9.9 04 0.15 10.0 0.9 0.21 10.1 1.4 0.23
10.0 0.5 0.30 10.1 1.0 0.7 10.3 1.7 0.27
9.7 0.8 0.08 99 1.3 0.05 9.9 2.1 0.04
10.1 0.5 0.47 10.2 1.2 0.35 10.5 1.9 0.36
9.8 0.8 0.01 10.0 L5 0.12 10.1 24 0.13
Se sbrodoliamo non abbiamo problemi ad accettare |’ Ipotesi,
ma potremmo essere poco risolutivi per rifiutarne u n'altra
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e Pendolo potete farlo a casa, provate a
| verificare seT=T(lI) o T=T(1*2) o T2=T4(l) ==

:‘;- Provare con bilia o cilindro su un tavola:

[‘ inclinato 9

sfera = %gaiﬂﬁ" <

\‘ cilindro L ggsinﬁ' .
2 >

F tubo a = 3 rigﬁqsmﬂ' w

~ Siete in grado di rigettare la legge del puntc
materiale §=gsing)?

Fa .~ . N - - .~ o h T VT L Bl W N “a e -

Fate I'analisi a priori, per vedere d| guanto solle  vare il tavolo, per

)

risolvere bene e non avere bilie, che rotolano trop  po rapidamente.
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« M, Massa d’acqua aTO,

it
T A o« ‘;& |

‘. mxcx(Tl egu) =M, Ca(Tequ;\ )




T A—— ——  ——

s ATy ./ -
2+ Analisi a priori:

_Mg (Tequ_To)

I

C

" — c
X a
[\' My (Tl_Tequ)
5& = Oy + Mg 6(T1_Tequ) 5(Tequ_To) OcCq \
: Cx My M, (T,-T, qu) (T, qu—To) cq '
- //" .\\ :
Cx mx Ma, (Tl_Tequ) \ (Tequ_To) I' ca »
, -
N _‘,/I A
s ‘ 'Aﬁ "




e 50 g di alluminio cx'-O 208 cal d K1 ,Si
-4 raggiungerebbe una t di equilibrio

. mxcx(Tl T Tequ)=MaCa(Tequ B TO) '
~ My Cy Ty +Mgcq Ty _ =T 50 g0.214 ¢4,100 °C+500 g ¢4 20 °C=T
M, Coq+MaCy equ 50 g 0.214 c4+500 g cg cqu

5
50 0.214 100 +500 20

°C=T =21.7
X 50 0.214+500 equ
o 2000218 1004100020 oy =770
| 500 0.2144+1000 q »

YN - TN

e ———
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A m=497.27 gM.= 854.36 + 0.02 g,

la

Misure diT con termocopp
| 1,=T,=98.1°C, T.=18.2°C

-

T,,=22.7°C. P

-

.
-

)
5

Isulta:
c,=0.189 + 0.00&
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Ura per-

0 prima
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mtrodurlo nel bagno del calorimetro, T la temperatura dell’
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latore, il termometro e la massa
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equival
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di deter
mediante una procedura calibrazione del calorimetro.
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| Calibrazione del calorimetro

o

Si supponga di utilizzare un quantitativo m;, di acqua scaldato ad una

] temperatura T e di inserirlo nel calorimetro, dove si trova una massa di
* acqua mt, alla temperatura T). 51 utilizzera 'equazione 31, s1 individuano
- le temperature per questa procedura con 'apostrofo cosi anche la massa

d'acqua (che indicheremo con la lettera miniscola (m,), presente nel vaso
calorimetrico calorimetro, 'equazione percio diventa:

mlrncﬂ{ﬂ e T:q} = {mﬁ?’-“'t' + mﬂ}fﬂ{j—:q o T;J*

Dalla quale ¢ immediato ricavare la massa equivalente in acqua m,g,;, del
calorimetro:

- (Y
. TTL ige == ﬂlﬂ -_——
v =T )

My (33)

Ottenuta meguiv, che possiamo determinare dalla misure dirette delle
masse di acqua e delle temperature, si ritorna all'equazione 31 da cumi si
ottiene: M,c.(T) — T.q) = (Meguivte + Myca)(Tey — T,,), quindi:
e {meq 5.3 ﬂ'fu} [T;.q = Ta}ﬂ
My =T

(34)
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