Soluzioni del problema 14.12 adattato

Tipo di problema fornito per la parte di termodinamica nella
prova scritta

Sommario

Riportiamo tutte le possibili soluzioni del problema, anche con considerazioni didattiche. A
lezione sono stati svolti altri problemi per comprendere qualsiasi tipo di trasformazione, che
potrebbe essere contemplata nella prova scritta. Questo documento ¢ un compendio anche per
eventuali studenti, che non abbiano avuto la possibilita di frequentare in modo assiduo.

Rispondiamo al quesito a) del tema

Riportiamo prima di tutto I’andamento del ciclo, sulla base di quando indicato nel tema. Ri-
cordiamo che nella prova scritta non verra fornita il diagramma p —V della trasformazione, in
quanto si chiede allo studente di farlo sulla base delle indicazioni fornite.
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Fig. 1: La trasformazione A— B & una compressione isoterma reversibile, la B—C
una isobara irreversibile, la C—D una adiabatica reversibile, ed infine la D—A
un isocora irreversibile.

Stato A

Per quanto riguarda lo stato A, sono state fornite tre delle quattro variabili presenti nell’equazione
di stato dei gas ideali, pertanto si puo ricavare 1’'unica non fornita (p4) dalla suddetta equazione:

nRT, . . . .
pA:TA/\, Vals Tx's nly

dove con il punto esclamatico (!) intendiamo, che il valore numerico ¢ fornito.



I valori numerici delle coordinate termodinamiche, opportunamente arrotondati, risultano:

pa=90810Pa; V4=5.00103m?; 74,=273.15K; n=2.00mol.

Stato B

Per lo stato B, partendo dallo stato A, dato che che la trasformazione A—B ¢ isoterma: Ty = Tp.
Ci viene fornito Vg, n rimane costante nei sistemi chiusi, che consideriamo in questo corso, e
quindi ci rimane da ricavare pp, dalla relazione ps V4 = ppVp, dove utilizziamo per p4, quanto
ricavato nello stato A:

V, nRT; . . _ .
ps ="t = }é— Vels Tp=Ty!; n!.
ed i cui valori numerici risultano:

pp=227100Pa; Vg=200103m?; T3=T4=273.15K; n=2.00mol.

Stato C

Per trovare le coordinate dello stato C, consideriamo che la trasformazione B — C € un isobara
irreversibile, pertanto pc = pp. Negli stati di equilibrio B e C valgono le relazioni ppVp = nRTp
e pcVe = nRTg, pertanto Vg /Ve = Tg /T, per cui per le coordinate otteniamo:

. _V . .
pc=rp; Ve=glc; Tc!s nl,
mentre i valori numerici sono:

pc=22710°Pa; Ve=38010"2m?; T =519.00K; n=2.00mol.

Stato D

La trasformazione C—D ¢ un’adiabatica reversibile, per la quale conosciamo tutte le coordinate
dello stato C e ci viene fornito il volume dello stato D (Vp = V4). Dato che la trasformazione ¢
reversibile si possono usare le relazioni per le adiabatiche reversibili tra p e V, nonché traT e V,
visto che viene fornito il volume Vp, ovvero pV?¥ = coste TV~ = cost.
Dalla pV? = cost:
PDVg = PCVg )

dove rispetto alle variabili iniziali fornite: Vp = Vy, nonché V¢ = (Vg / Tg) Tc e pc = nRTp/Vp,
si ottiene per pp:

Ve Y (Vg/Tp)Tc ¥ nRTp Ve Te \ ¥ nRT,
PD = pc=|—~ 5 T

Vp Vi Va Vi Ty Vs

Invece dalla relazione TVY~! = cost:
V) =TVl
dove usiamo le relazioni rispetto alle variabili iniziali Vp = V4 e Ve = (Vg/Tp)T¢, per cui si

ottiene: o i i
- Tg)Ic | T -
Tp = i Te = M T = Ve Ic Tc .
Vp Vi Va Ty

Pertanto le coordinate termodinamiche dello stato D risultano:
_ (Va I\ nRTy . e Toe (B '
PD=\v,7,) "V > Vp=Va: D=\v,T, c, n.,
mentre i valori numerici sono:

pp=14410Pa; Vp=50010"3m?; Tp=432K; n=2.00mol.



Rispondiamo al quesito b) del tema

Calcolare la variazione di energia interna, il calore scambiato ed il lavoro, nonché la variazione
di entropia per ogni trasformazione e per il ciclo.

Trasformazione A—B

La trasformazione A—B ¢ un isoterma reversibile, per cui possiamo calcolare il lavoro, inte-
grando dW = pdV, dato che la relazione p(V) = nRT /V & soddisfatta lungo tutto il percorso
di integrazione. Il lavoro risulta:

Vs dv v,
WAB:/ nRT — = nRT In ( B) .
JVy Vv VA

La variazione di energia interna risulta nulla, in quanto la trasformazione ¢ a temperatura costan-
te, e dalla prima legge della termodinamica otteniamo che il calore scambiato Qap = Wyp.

La variazione di entropia si puo calcolare utilizzando dQ = pdV, dato che dU = 0, ed
utilizzando p(V') dell’equazione di stato dei gas ideali:

BdQ B pav BnRTdV_ Vg
ss= [T = ()

Le grandezze della prima legge e della seconda legge della termodinamica, risultano per tale
trasformazione:

AUsg=0; Qag=Wiz: Wig=nRTsln (vB) . ASup =nRIn (%) .
i cui valori numerici sono:

AUsp=0T; Qup=—416KI; Wyp=—4.16kI; AS=—-152TK .

Trasformazione B—C

La trasformazione B—C & un’isobara irreversibile, per cui la AUgc = ncy (Te — Tp). Wpe, il
lavoro, puo essere dedotto, dato che la pressione esterna ¢ costante, dal calcolo del lavoro fatto
dal gas sull’ambiente esterno:

C C
Wac :/B pestdv = pest/B dv = pest(VC 7VB) 5

la pressione del gas rimane costante durante la trasformazione e risulta pc = pg = pes:. E pill
pratico in questo caso presentare il lavoro in funzione delle temperature nei due stati di equilibrio
B e C: Wpc = pcVe — pgVs = nR(Tc — T).

Dalla 1? legge della termodinamica ricaviamo che:

QBC = WBC +AUBC = nR(TC — TB) +ch(TC - TB) = I’lc‘p(TC — TB) .

Per la variazione dell’entropia possiamo congiungere stato iniziale e finale della trasformazione
irreversibile a pressione costante con una trasformazione reversibile a pressione costante, per cui,
utilizzando le relazioni della trasformazione reversibile a pressione costante, possiamo scrivere
in forma differenziale dQ = nc,dT

Cd ¢ dr T
AS:/ —Q:/ nep—— =ncpln <) .
B T Jp T Tp



Quindi otteniamo

~

AUpc =ney(Tc —Tg) ;.  Opc =AUpc+Wpc;  Wpe = pess (Ve —VB):  ASpc =nc,In (ﬁ) .

).

AUBC :nCV(TC_TB) 5 QBC :nCp(Tc—TB) 5 WBC:HR(Tc—TB); ASBC—ncpln(

'\]‘Q

i cui valori numerici sono:

AUpc =6.13kJ; Qpc=102KkJ; Wgc=4.09KkI; ASge=267TK!.

Trasformazione C—D

La trasformazione C—D ¢ una trasformazione adiabatica reversibile, per la quale Qcp = 0, la
variazione di energia interna AUcp = ncy (Tp — Tc), il lavoro Wep si pud calcolare lungo la tra-
sformazione, dato che & nota la relazione p(V) = cost/V?, sebbene sia pitt immediato utilizzare

la prima legge della termodinamica e pertanto Wep = —AUcp.
Per la variazione di entropia:
D qu dV Tp Vb
AScp = / WPV ey +nRIn ,
. T e Ve

per la quale, dato che vale la relazione Tp(Vp)?~! = Tc(Ve)?~! in quanto & un’adiabatica re-
versibile, sostituendo I’argomento del primo logaritmo naturale il rapporto delle temperature in
funzione del rapporto dei volumi, si ottiene come risultato che AS¢cp = 0.

AUcp = —2.16KJ; Qcp=0J; Wep=2.16kI; AScp=0JK!.

Trasformazione D—A

La trasformazione D—A & un’isocora irreversibile, pertanto Wpq = 0, AUps = ncy (Ty — Tp) e
dalla prima legge della termodinamica ricavo che Qpg = ncy (Ty — 1p).

Per la variazione di entropia utilizzo una trasformazione isocora reversibile dallo stato D allo
stato A, pertanto dato che dW = 0, posso sostituire dQ = dU = ncydT .

Per la variazione di entropia:

A d dr T,
ASpa —/ Q nc\; =ncyIn <T—2) .

AUps = —3.96kT; QOpsa=-396kI; Wps=0KkJ; ASpy=—114JK"!

Calcolo su tutto il ciclo ()

Per calcolare nel ciclo le grandezze coinvolte nelle prima e nella seconda legge della termo-
dinamica, ovvero variazione di energia interna AU, calore scambiato Q,, lavoro effettuato
W: e variazione di entropia AS;), sommiamo per ogni grandezza, quanto ottenuto su ogni sin-
gola trasformazione, nell’ultima colonna riportiamo i risultati attesi per la prima legge della
termodinamica.

AUy = AUpg +AUpc +AUcp +AUpy | = 0
0o = 0ap+0pc+Qcp+Opa = | Wy
Wey = Wap +Wpc +Wep +Wpa = | 0o

ASey = ASap + ASpc +AScp +ASpa =0




Riportiamo le relazioni funzionali, cerchiamo relazioni chiare, che ci portino al risultato finale
atteso.
Consideriamo la variazione di energia interna:

AUy =0+ ncy (Te — Tg) +ney (Tp — Te) +ney (Ty — Tp) =
dato che Tg = T4 si ha

= ncy (}{—%) +ncy (7%—%) +ncy (;7?5—%) =0

come atteso. Non c¢’¢ stato bisogno di sostituire il valore Tp in funzione dei valori iniziali forniti.
Se consideriamo i valori numerici, che abbiamo ricavato, arrotondati a tre cifre significative,
otteniamo:
AU» =0J+6.13kJ—2.16 kI —3.96kJ =0.01 kJ

dove, nei limiti della precisione del calcolo, si osserva un’incertezza sulla cifra meno significati-
va, quindi il risultato & confrontabile con il valore atteso 0.

Passiamo ora al calcolo del calore scambiato e del lavoro totale, visto che devono risultare
uguali li consideriamo insieme:

Q@ =nRT4In (VB/VA) +ncp (TC — TB) +0+I’lC\/(TA — TD) s

Wey = nRTy In (VB/VA) +}’ZR(TC - TB) - ncv(TD - Tc) +0.

Osserviamo che nc,(Te — Tg) = nR(T¢ — Tg) + ncy (Te — Tp), in cui il primo termine a
secondo membro ¢ equivalente a Wpc. Nei contributi del calore la parte rimanente data dalla
somma ncy (Te — Tg) + ney (Ty — Tp) dato che Tg = T risulta pari a ney (T — Tp), ovvero pari
a —ncy (Tp — Tg), che & equivalente a Wep. Come atteso risulta Q¢y = W, di nuovo senza il
bisogno di sostituire rispetto ai valori iniziali.

Se vogliamo riportare i risultati numerici otteniamo:

Q) =—4.16kI+10.2kI+0J—3.96 kJ = 2.08 kJ,

W, = —4.16 kJ+4.09 kJ +2.16 k] = 2.09 kJ.
Anche in questo caso nei limiti della precisione del calcolo, che coinvolge le cifre meno signifi-
cative, il risultato atteso Qry = W, ¢ stato ottenuto.
Consideriamo infine la variazione dell’entropia nel ciclo AS;,
ASe, =nRlIn (Y2 ) +nepin (52 ) + 0+ nevin (£2)
Ho ottenuto nel calcolo delle variabili termodinamiche dello stato D:
Ve Te\7!
TD = 73 < TC )
Va Ty

e, dato che T4 = Tp, mi & possibile riscrivere nell’equazione di AS,, I’ultimo termine in funzione
dei rapporti Vg /Vys e Te /Ty:

Ty _
ncy In <(5§;§>“TC> =
ey [ (B) — - (8 5]
dove, datoche y—1=R/cy , siha:
=ncy In (%) —nRIn (%‘) —ann(%) =

= —nRIn Gj—/‘i) —ncpln (%)



Il terzo termine cosi esplicitato, sommato al primo ed al secondo termine dell’equazione della
variazione dell’entropia, fornisce come atteso AS;, = 0.
Se consideriamo il calcolo numerico otterremo:

ASey=—152JK 1426 7TK ' +0JK ' —114JK ' =0.1JK!

dove, nei limiti della precisione del calcolo, con incertezze sulla cifra meno significativa il
risultato & consistente con il valore atteso ovvero zero.

Rispondiamo al quesito c) del tema

Il rendimento del ciclo ¢ dato dalla relazione
Wy
Quss

In questa fase non ci interessa individuare particolari relazioni funzionali del rendimento,
per cui ci affidiamo al calcolo puramente numerico:

n

209K
T=T021

=0.205

dove abbiamo facilmente individuato il calore assorbito totale dato solo da Qpc.

Confronto con il rendimento di un ciclo di Carnot

Per il ciclo di Carnot otteniamo visto che le sorgenti in questo caso hanno temperature massima
e minima pari rispettivamente a Ty = 519.00 K e 75, = 273.15 K
Tin 273.15.K

=1-——"—=047370
Tinax 519.00 K

Nc=1-

come atteso ¢ > 1.

Rispondiamo al quesito d) del tema
La variazione di entropia dell’universo AS,, risulta data da:
ASuniverw = ASsistema + ASw’nbiente .

Consideriamo come sistema il ciclo, quindi, dato che 1’entropia ¢ una variabile di stato, per il
ciclo si ha AS:, = 0. L’ambiente & costituito dalla sorgente della lega di stagno e argento fondente,
nonché dalla sorgente di ghiaccio fondente. Possiamo schematizzare 1’universo termodinamico
in Fig. 2?.

Per maggiore chiarezza ricordiamo, che gli scambi di calore calcolati dal punto di vista
del ciclo, che sono evidenziati in Fig. ?? dal contorno rettangolare con linea tratteggiata, che
richiama quanto reso evidente in Fig. ??, risultano cambiati di segno rispetto all’ambiente, che
¢ descritto dalle due sorgenti.

Riscriviamo la variazione dell’entropia dell’universo rispetto quindi al ciclo ed alle sorgenti:

ASyniverso = ASo) + ASTA + ASTC s

dove per il ciclo abbiamo detto che vale la relazione AS¢,=0.



Ghiaccio fondente a T

Fig. 2: Rappresentazione schematica dell’universo termodinamico, che comprende la
macchina termica, la sorgente di Sn/Ag fondente, ed il pozzo di ghiaccio
fondente.

Consideriamo la sorgente a temperatura Ty, ovvero del ghiaccio fondente, per il calcolo
della variazione dell’entropia della sorgente, possiamo considerare un processo reversibile, che
scambi calore infinitesimo dQ con la sorgente a temperatura costante:

Or, dQ
AST, = —

dove con Qr, indichiamo tutto il calore scambiato tra la macchina termica e la sorgente a Tj.
dato che la sorgente rimane a temperatura costante:

1

AS /QTA do
"o B

%8
Ty

Il calore scambiato dalla macchina T4 ¢ uscente dal sistema ed entrante nella sorgente, se
il suo segno & negativo rispetto al ciclo, deve risultare positivo rispetto alla sorgente, che quindi
dovremmo chiamare pozzo, visto che assorbe tale calore. Pertanto O, = —(Qap + Qpa) =
—Qap — Opa e quindi la variazione di entropia del pozzo a T4 risulta
_ —0ap—0Qpa _ —(—4.16kJ) — (—3.96 kJ) 8.12kJ

AS = = =2977K L.
L Ty 273.15K 273.15K

Consideriamo anche la sorgente a T¢, prendiamo un processo reversibile, in cui ci sia uno
scambio infinitesimo di dQ con la sorgente a temperatura costante:

asp = [F92oL [*Fap- O
0 T Tc Jo Tc
dove il calore scambiato dalla sorgente a temperatura T¢ risulta uscente dalla sorgente, ovvero di
segno opposto al calore entrante nel ciclo, che viene fornito dalla trasformazione B—C, pertanto
Or. = —0sc

Or. _ —Qpc _ —(10.2KkJ)

ASp. = =€ = = =-19.7JK .
Te= 1. Tc 519.00 K
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Fig. 3: Rappresentazione schematica sul piano p — V, per rendere evidenti gli scambi
di calore rispetto alle trasformazioni, e quindi costruire lo schema riportato in
Fig. 22.

In conclusione la variazione di entropia dell’universo risulta
ASuniverso =29.7TJK 1 —19.7J K ' =100 K.
Inoltre I’energia inutilizzabile risulta

Ein = ToninASuniverso = 273.15. K x 10.0 J X1 =273 &J.

Rispondiamo al quesito e) del tema

Nel pozzo a temperatura 74 abbiamo visto che Q7, ¢ calore entrante, quindi fondera della
sostanza. Dato che A’f““‘ghiuccm =333.5] g*1 la massa, che fondera ¢ data dalla relazione

8.12kJ 8.12 1000
(AN kT /fg_24.7g

et s 333511 3335 g M g

Quindi vengono fusi in un ciclo 24.7 g di ghiaccio.
Dalla sorgente a temperatura ¢ il calore Q7,. ¢ uscente, per cui la massa di lega Sn/Ag che
si solidifica viene data dalla relazione:

10kl _ 102K 102 kT 10004 g
T Musig 104T g T04 [ KT

Quindi vengono solidificati in un ciclo 145 grammi di lega Sn/Ag.

=145g.

Rispondiamo al quesito f) del tema
Il lavoro, che si sarebbe potuto ottenere, se il ciclo fosse stato reversibile, si ricava dalla relazione:
Ein =Worey —Wo

dove Wyygey € il lavoro che si sarebbe potuto ottenere operando con una macchina reversibile
mentre W;, ¢ il lavoro totale che si ¢ effettivamente ottenuto dalla macchina. Per cui si ha:

Wey Rev = Eln +Woy =2.73 kI +2.09 kJ =4.82 kJ.



Cio viene confermato anche dalla relazione dell’utilizzo di una macchina di Carnot, che
lavori tra le sorgenti a temperatura massima e minima e che prelevi dalla sorgente a temperatura
massima il calore assorbito dal ciclo, ovvero:

Woy carnot = NMcQass = 0.47370 x 10.2 k] =4.83 kJ ,

a meno sempre delle incertezze nel calcolo sulla cifra meno significativa.

Conclusioni

Concludiamo ricordando agli studenti, che in questo esercizio abbiamo cercato di fornire tut-
te le variazioni sul tema, con ampie indicazioni didattiche, che possono essere da guida per
comprendere tutta la rosa di richieste nel tema dedicato alla termodinamica.

Il tema di termodinamica riprende una descrizione completa di quanto si ¢ studiato, anche
se orientata alla semplice descrizione di cicli termodinamici.

Le richieste nei temi potrebbero essere parziali, in ogni caso lo studente dovrebbe tenere
bene a mente, che le verifiche sulle leggi che governano i cicli, principalmente sulle variabili di
stato, possono essergli di aiuto, nel caso avesse dubbi su quanto da lui calcolato.



